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Introduzione

Sia ¢ € (L'NL*)(R?) una funzione non negativa, con supporto compatto e integrale
pari a 1. Per ogni ¢ > 0 poniamo

oi(z) =t p(x/t), VaeRL

Definiamo 'operatore massimale associato all’identita approssimata {; }4~0 mediate
la regola
Myu(x) = sup(|u| * ;) (), Vz €R? Vue L. (RY),
>0
dove ‘*’ denota 'usuale prodotto di convoluzione in R¢.

Un problema interessante, ampiamente studiato ma solo parzialmente compreso,
consiste nell’analizzare le proprieta di limitatezza dell’operatore sublineare M, in
diversi spazi funzionali, come gli spazi di Lebesgue, di Lorentz e di Sobolev.

Scegliendo ¢ come la funzione indicatrice della palla B(0, 1), di raggio unitario e
centro 0 in R? normalizzata in L*(R?), 'operatore massimale corrispondente coincide
con 'operatore massimale centrato di Hardy-Littlewood:

MCu(e) =sup f fuly)ldy,
che, a meno di una costante dimensionale, € puntualmente confrontabile con 1'ope-
ratore massimale non centrato di Hardy-Littlewood, definito dalla relazione:

Mau(w) =sup  fuly)ldy.
x€B JB

Per un risultato classico, 'operatore M (e quindi anche M%) & di tipo debole (1,1),

ovvero esiste una costante C(d) > 0 tale che

supa L ({Mu > a}) < Cy(d)||uly, VYue L'(RY).

a>0
Interpolando questa stima mediante il metodo di interpolazione reale di Marcin-
kiewicz con I'ovvia stima contrattiva su L>(R?), si ottiene che sia M sia MY sono
limitati su LP(RY) per ogni p € (1,00, con una stima della norma che dipende dalla
dimensione dello spazio euclideo.

Piu recentemente, Kinnunen [8] ha studiato la limitatezza dell’operatore massi-

male centrato M sugli spazi di Sobolev W1P(R?), dimostrando che

IVMCull, < Clp,d)|Vul,, YueW'P(RTY), VI<p<oo, Vd>1. (1)
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Il risultato di Kinnunen si estende facilmente a tutti gli operatori sublineari limitati
su LP(R?) che commutano con le traslazioni di R? [9]. In particolare, la stima (1) si
estende sia all’operatore massimale non centrato M sia agli operatori massimali in
forma convolutiva:

IVMul|, < C(p,d)|Vull,, YuecWPRY), Vi<p<oo, Vd>1. (2)

IV Mull, < C(p,d, o)|Vull,, YueW"(RY), Vi<p<oo, Vd>1. (3)

Sorgono spontanee le seguenti domande:
1. Le stime (1), (2) e (3) si estendono al caso p = 17

2. B possibile dimostrare, almeno per alcuni convolutori ¢, una stima contrattiva
in (3)?

In questa tesi cerchiamo di rispondere parzialmente a queste domande, analizzando
alcune situazioni particolari e studiando uno specifico esempio di operatore massima-
le in forma convolutiva. In primo luogo vengono introdotti gli operatori massimali di
Hardy-Littlewood centrato e non centrato e vengono discusse le loro proprieta basi-
lari. In seguito, si procede mostrando la limitatezza debole (1, 1) di tali operatori e la
limitatezza forte dallo spazio LP(R?) in sé per ogni p € (1, 0o, come gia accennato in
precedenza. Una volta studiato il comportamento di M¢ e M su spazi di Lebesgue,
viene analizzato nel dettaglio I’articolo di J.Kinnunen [8], che dimostra la limita-
tezza di M su spazi di Sobolev WP(R?) per ogni p € (1, 00]. Procediamo quindi
rispondendo parzialmente alla prima domanda e mostrando un’estensione di (1) per
I'operatore massimale non centrato M nel caso unidimensionale. In particolare, si

dimostra che
[(Mu)'lly <2)1W/[ly,  Yue WH(R).

E naturale chidersi se tale stima possa essere migliorata ottendendo una costante
migliore. A tal proposito, J.M. Aldaz e J. Pérez-Lazaro [1] hanno dimostrato che
vale in realta una disuguaglianza contrattiva. E inoltre naturale chiedersi se un
risultato di questo tipo si possa estendere anche all’operatore massimale centrato
M€. Cid risulta essere vero, come dimostrato da O. Kurka in [9].

La seconda parte della tesi e incentrata sullo studio di un particolare tipo di
operatore massimale in forma convolutiva. Si considera il nucleo del calore {K}}i~o,
dove per ogni ¢ > 0 poniamo

1 ||

Ki(r) = ) e 3, VrecRL
mt

ol

Definiamo poi 'operatore massimale del calore mediante la regola

Myu(z) = sup(|u| * K,)(x), VreRY vue Li (RY). (4)

t>0

Innanzitutto, mostriamo che M}, € puntualmente maggiorato da un multiplo dell’ope-
ratore massimale di Hardy-Littlewood centrato. Tale proprieta risulta essere valida



per tutti gli operatori massimali in forma convolutiva M, costruiti a partire da un
certo tipo di funzione . Tale risultato permette di dimostrare che M), ¢ un operato-
re di tipo debole (1,1) ed & limitato da LP(R?) in sé per ogni p € (1,00]. In seguito,
mostriamo che ¢ possibile adattare ’argomento di J. Kinnunen [8] per dimostrare la
limitatezza di M), tra spazi di Sobolev WP(R?) per ogni p € (1, 00]. Concludiamo
la tesi rispondendo parzialmente alla seconda domanda. Viene analizzato 1’articolo
di E. Carneiro e B. F. Svaiter [4], in cui si dimostra che

(M) || gy < 1 ll2em),  Yu € WH(R),  Vp € (1,00].
Si mostra inoltre che, nel caso multidimensionale,
IVMyulla < [[Vullz,  Vu e WH(RT),

IVMyulloe < [[Vulloo,  Vu € WH(RY).

Pertanto, otteniamo stime contrattive nel caso multidimensionale, soltanto per p = 2
e p=00.

Viene riportata di seguito una descrizione sintetica degli argomenti trattati nei
singoli capitoli.

Il primo capitolo della tesi raccoglie i risultati preliminari necessari allo studio
della materia trattata. Vengono dapprima introdotti gli spazi LP deboli su uno
spazio di misura positiva e o-finita (X, u). Dato p € [1,+00), ponendo

=

P

£l = (s (G € X 1] > 0)) 7 € 2200
>
definiamo lo spazio LP debole

LP(X, p) = {f € L%X, ) | [ fllp < +00},

che risulta essere uno spazio quasi-normato se munito della quasi-norma || ||, -
Si procede andando a studiare le prime proprieta di tali spazi e indagando sulla
relazione che intercorre con gli spazi LP. Per ragioni di completezza si procede
poi studiando gli spazi di Lorentz LP? con p,q € [1,400). In seguito, vengono
introdotti i concetti di operatore di tipo debole (p, ¢) e operatore di tipo forte (p, q) e
si procede enunciando e dimostrando il Teorema di interpolazione di Marcinkiewicz.
Tale risultato si rivelera essere di fondamentale importanza nello sviluppo della
tesi. Per quanto riguarda questi primi risultati preliminari si veda nel dettaglio
[5]. Concludiamo questo capitolo introduttivo con alcuni cenni sull'integrazione di
Lebesgue-Stiltjes, per cui si fa riferimento a [2].

Il secondo capitolo ¢ incentrato sullo studio degli operatori massimali di Hardy-
Littlewood centrato M e non centrato M. Dopo aver dato le prime definizioni e
proprieta, si procede mostrando che, a meno di una costante dimensionale, M¢ &
puntualmente confrontabile con M. Notando che tali operatori sono banalmente
limitati su L>°(R?), si dimostra che essi sono inoltre di tipo debole (1,1), dedu-
cendone poi la limitatezza dallo spazio LP(R?) in sé per ogni p € (1, 00| grazie al
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Teorema di Marcinkiewicz. Prima di enunciare questo risultato, viene data una
versione finita del Lemma di ricoprimento di Vitali che verra utilizzata nella di-
mostrazione del risultato principale. Per questa sezione si veda [6]. Si conclude il
capitolo andando a studiare nel dettaglio I’articolo di J. Kinnunen [8] che, come gia
annunciato, fornisce un interessante risultato di limitatezza dell’operatore massima-
le di Hardy-Littlewood centrato su spazi di Sobolev WP(R?) per p € (1, 00]. Come
gia accennato in precedenza, il caso p = 1 risulta essere invece ben piu problematico.
Analizziamo nella tesi l'articolo [12] di H. Tanaka del 2002, in cui si dimostra che

I(Mw)'lly < 2[ju'lly,  Yue WH(R).

Il terzo capitolo e dedicato allo studio dell’operatore massimale del calore. Ven-
gono introdotti innanzitutto gli operatori massimali di tipo convolutivo associati ad
un’identita approssimata {¢:},.p, dove ¢ ammette un maggiorante integrabile, ra-
diale, non crescente, non negativo e continuo su [0, +00) ad eccezione di un numero
finito di punti. In particolare, si mostra che tali operatori massimali sono maggiorati
puntualmente da un multiplo di M. Tale proprieta si rivela essere fondamentale
nello studio delle proprieta dell’operatore massimale del calore su spazi di Lebesgue.
Viene di seguito introdotto 'operatore massimale M), definito in (4). Dopo aver
studiato le proprieta principali di tale operatore, si procede dimostrandone la limi-
tatezza debole (1,1) e la limitatezza come operatore dallo spazio LP(RY) in sé per
ogni p € (1,00]. Come gia anticipato, per ottenere tale risultato ci si affidera forte-
mente alla possibilita di maggiorare puntualmente 1'operatore massimale del calore
con un multiplo di M. Tale strategia permettera di ottenere il risultato sperato,
giungendo tuttavia ad una stima dipendente dalla dimensione d. In analogia con la
struttura del capitolo precedente, si procede analizzando il comportamento di M),
su spazi di Sobolev. Innanzitutto, viene esteso il risultato di limitatezza tra spazi di
Sobolev di J. Kinnunen [8], che si rivela essere valido anche per Mj,. In seguito, viene
studiato nel dettagli I’articolo di E. Carneiro e B. F. Svaiter [4] citato in precedenza.
I risultati qui raccolti sembrano tuttavia essere noti nel caso unidimensionale per
ogni p € (1, 00] e nel caso multidimensionale soltanto per p = 2 e p = co. Si noti che
tali proprieta rappresentano una novita rispetto al caso dell’operatore massimale
di Hardy-Littlewood e la dimostrazione presentata non ¢ adattabile al caso di tale
operatore, in quanto sfrutta fortemente la struttura del nucleo del calore.

La tesi si conclude con due appendici riguardanti un’introduzione agli spazi di
Sobolev e una rassegna di proprieta delle funzioni armoniche e di risultati riguardanti
I'equazione del calore. Per quanto riguarda le appendici si vedano nel dettaglio [3],
7, [11].



Capitolo 1

Risultati preliminari

In questo primo capitolo raccogliamo una serie di nozioni e risultati preliminari, che
saranno fondamentali nello sviluppo dell’argomento trattato nella tesi. Andremo
innanzitutto ad introdurre il concetto di spazio LP debole e di spazio di Lorentz
e a studiarne alcune proprieta basilari. Nei risultati successivi incontreremo mag-
giormente spazi LP deboli, in particolare lo spazio L' debole. Gli spazi di Lorentz
vengono invece brevemente trattati per ragioni di completezza.

In seguito, andremo a studiare il concetto di operatore di tipo debole (p, ¢), con
p,q € [1,00] ed il metodo di interpolazione. Il risultato centrale in questa sezione
sara il Teorema di interpolazione di Marcinkiewicz.

Per questo capitolo introduttivo, si € scelto di prendere come riferimento il testo

[5].
1.1 Spazi L” deboli e spazi di Lorentz
Sia (X, p) uno spazio di misura positiva e o-finita e sia p € [1,+00). Denotando

con L°(X, i) lo spazio delle funzioni misurabili su X rispetto alla o-algebra su cui
¢ definita la misura p, data f € L°(X, i), poniamo

=

P

Il = (50 V(G € X |17 > 3
>
Consideriamo poi lo spazio

LP(X, ) = {f € LOX, 1) | |l ooy < +00},

detto spazio LP debole.
Si noti che la mappa

[ [ zpoe (g - L72(X 1) = [0, 4-00)

definita dall’assegnazione precedente, & una quasi-norma su LP*°(X, u). Infatti, per
ogni f € LP>(X,p), si ha che | f||roe(x,y = 0 in quanto estremo superiore di
quantita non negative. Inoltre, se f(z) = 0 per q.o. € X, allora || f||zr.c(x,u) = 0

6



1.1. SPAZI L* DEBOLI E SPAZI DI LORENTZ 7

per definizione di || || zr.o(x ). Viceversa, supponiamo che || f||zr.o(x,) = 0 per una
certa f € LP*°(X, u). Allora si ha che

p{z e X[ [f(x)] > A}) =0,

per ogni A € R, A > 0, da cui segue che f(x) =0 per q.o. € X. Siano ora a € R
e f € LP>™(X, ). Possiamo supporre che o # 0, altrimenti la tesi ¢ banale. In tal
caso si ha che

ol = (s ({2 € X [ af(0)] > 2)) )

=

P

_ (iigw{x e X | al|f(z)] > A}))

= (e ({re x> 2)) |
= (supter (i) ({5 1))

= [alll fllzee=x -

Infine, date f,g € LP*(X, ), si ha che

=

P

1+ gliecsn = (500300 (i € X 117+ 9) ()] > AD)

(oo -2]) o (frexian-3))
(pr(eevina ) pne(eevion-3)

=2 (If e + lgllzrecx) -

Pertanto, la mappa || || zr.co(x,.) € una quasi-norma su L (X, p).

Studiamo inizialmente la relazione che intercorre tra lo spazio L” e lo spazio LP
debole. Dato (X, u) uno spazio di misura positiva e o-finita e data f € LP(X, u)
con p € [1,4+00), si ha che

171wy = S0PV (€ X [ 1£(a)] > A)

= sup N / dy
A>0 {zeX||f(z)[>A}

P
Ssup)\p/ <|f(x)|> dy
20 Jex|f@sa LA

< Hf”ip(x,#) < +0o0,

pertanto f € LP*°(X,u). Per larbitrarieta di f € LP>(X,pu) si deduce che
LP(X,p) € LP(X,pu). Inoltre, si ha che linclusione & stretta, come mostrato
nel seguente esempio.
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Esempio 1.1.1. Si consideri lo spazio di misura ((0,+00),.Z"), dove .£! denota
la misura di Lebesgue 1-dimensionale e la funzione f: (0,4+00) — R definita da

flx) = x_% per ogni z € (0,400), con p € [1,400). Si osservi che

1
11»
Lo oy =sup NP2 [z e (0, +00 ’— >\
[l ((0,4-00),21) )\>Ig <{ ( ) | -

_ sup W2 ({x € (0,+00) | |a]F < %})

A>0

1
= sup \?.¢! ({x € (0,+00) | |z| < ﬁ})

A>0
=1< 400,

pertanto f € LP* ((0,+00),.Z"). Tuttavia, & noto che f ¢ L? ((0,4+00), Z").

Per completezza concludiamo con la definizione di spazio di Lorentz. Siano
(X, ) uno spazio di misura positiva e o-finita, p € [1,+00) e ¢ € [1,+00). Data
una funzione f € L°(X, i), poniamo

(RBA%AM({:EEX|U(:B)|>)\})% eR)‘

1
[ fllzeacxm = p La((0.400) N1 )

dove A1 denota la misura di Lebesgue normalizzata, in questo caso su (0, +00).
Consideriamo poi lo spazio

LP(X,p) = {f € L2(X, 1) | | fllzracxm < +00},
detto spazio di Lorentz. Si osservi che la mappa
[ zra = LX) — [0, +00)

definita dall’assegnazione precedente, ¢ una quasi-norma su LP%(X, p). Infatti, data
f € LP(X, ), si ha che || f|| .o (x,) € prodotto di quantita non negative e, pertanto,
e non negativo. Inoltre, se f(x) =0 per q.o x € X, si ha che

1
”f”L”’q(X,u) = p1

(RBA—>/\M({$€X|A<O})%6R>‘

q@y:o.

La((0,+00), 1)

zﬁ(lﬁmPquGXlA<0D; -

D’altra parte, data f € LP9(X, ), se || f||zra(x,n) = 0, si ha che

=0,

H (R SA sz e X | f(@) > A e R)‘ ()

da cui segue che, siccome || ||Lq((0 o)) ¢ una norma,

Mi({z € X | |f(x)] > A} =0



1.2. OPERATORI DI TIPO DEBOLE (p, q) 9

per q.o. A € (0,400). Segue che f(x) = 0 per q.o. € X. Inoltre, dati & € R e
f € LP(X, i), supponendo che o # 0 altrimenti la tesi & banale, si ha che

lofllzpagxm = || (R 2 A= M ({z € X [ laf(2)] > AD)? € R))

L9((0,400), M ep1)

= pu <R 5 A= M({r e X [ allf(2)] > A))F € R)‘

L9((0,400), 401 )

— pi (RB)\—M\;L({xeX\|f(x)]>ﬁ}>;eR>
[ 2)) )

q

+00 P
= p/ Pt (/ du(z)) dA

0 {eexlif@)> 127 }

+o0 % %
= p/ o2 1at </ d,u(:v)) |o|dt

0 {zeX||f (x)[>1}

- (p/0+°° ]9 (n({z € X | |f(z)] > t}))? %>§

= lalllfllzracxm-

Lq((o,+oo),w$1)

U

Infine, date f,g € LP%(X, u), si ha che, procedendo come nel caso degli spazi LP
deboli,

1f + gllracxwy < 2 (1 f leracx + 9l iracxm)

il che permette di concludere che || |[zrae(x,.) € effettivamente una quasi-norma.

1.2 Operatori di tipo debole (p,q)

Diamo innanzitutto la definizione di operatore sublineare.

Definizione 1.2.1. Sia (X, 41) uno spazio di misura positiva e o-finita e consideramo
V C L°(X, i) un sottospazio vettoriale dello spazio delle funzioni misurabili su X.
Un operatore T: V — L%(X, u) si dice sublineare se per ogni f,g € V si ha che

T(f +9)(@)| < |Tf(x)] + [Tg(x)|

per ogni z € X e, perogni f € Ve XA € C, si ha che

TS (@) = NIT ()]

per ogni x € X.
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Definizione 1.2.2. Siano (X, u), (Y,v) due spazi di misura positiva e o—finita e
sia p € [1,400). Un operatore sublineare

T: LP(X,u) — L°((Y,v),C)

si dice debole (p,q), con q € [1,400) se, per ogni A € R; A > 0, si ha che

Ve [IT7w)] > ap < (D)

per una certa costante ¢ € R, ¢ > 0.

In particolare, si osservi che, se T ¢ di tipo debole (p,q) con p,q € [1,+00), si
ha che, data f € LP(X, u), allora

T Fl 0o vy = sup Xy ({y e Y [ITf(y)l > A})

q
< sup o M) VR
A>0 A4

= A (x-

Ma allora, ||T f||zace(vp) < || fllzr(x,u, da cui segue che T'f € L9*(Y,v). Pertanto
si ha che 'operatore T' e dato da

T: LP(X,pu) — LYY, v).

Viceversa, dato un operatore sublineare S: LP(X, u) — L2*°(Y, v) tale che per ogni
[ e LP(X, u) valga ||S f| Lace vy < @l f|lzr(x,n) Per una certa costante a € R, o > 0,
si ha che, per ogni A > 0,

Nv({y e Y [[Sf(y)l>A}) < Sﬁglgﬁ’w{y e Y [[Sf(y)l > B})
= 1S f 17000 vy
< & fllzex.gn-
Pertanto, S e di tipo debole (p, q).
Definizione 1.2.3. Un operatore sublineare
T: LP(X,u) — L°((Y,v),C)

e di tipo debole (p,0), se & un operatore limitato da LP(X, ) in L>(Y,v). Diremo
invece che T ¢ di tipo forte (p,q) con q € [1,400), se T' & un operatore limitato da
LP(X, ) in L9(Y, ).

Si noti che, dati p € [1,+00), ¢ € [1,4+00), se un operatore sublineare 7" ¢ forte
(p,q), allora & di tipo debole (p,q). Infatti, se [|Tf||ravp) < |l fllr(x,n) Per una
certa costante ¢ € R, ¢ > 0 e per ogni A > 0, posto

Ex={yeY [|Tf(y) > A},
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si ha che

E,\ / dv < /

Segue che T & di tipo debole (p, q).

() < 1Tl Zav S<c|yf||§()<,u))ff_
px A

Definizione 1.2.4. Siano p € [1, +00) e {7} };er una famiglia di operatori sublineari
su LP(X, u). L’operatore

MT: LP(X, p) = L(X, p)
definito in modo tale che, per ogni f € LP(X, u), si abbia

MT f(x) = sup [T f(x)]

teR
per ogni z € X, si dice operatore massimale associato alla famiglia {T;}cr.

Teorema 1.2.5 (Principio di Banach). Siano p € [1,4+00) e {T}}ier una famiglia
di operatori sublineari su LP(X,u) tale che per ogni t € R si abbia che, per ogni
f.9 € LP(X,p),

Ty f — Tigl < |T(f — 9)I-

Se loperatore massimale associato M'T ¢ di tipo debole (p,q), allora l'insieme

{re x| tim @) = 1(0) per g 0 € X,

con ty € R, é chiuso in LP(X, p).

Dimostrazione. Sia ty € R e sia (f,)nen una successione di funzioni in LP(X, u) tale
che limy_, T} fn(x) = fo(z) per q.o. © € X e per ogni n € N. Supponiamo che la
successione (f,)nen converga in LP(X, ) ad una funzione f € LP(X, ) e proviamo
che limy,;, T3 f(z) = f(x) per q.o. x € X. Per farlo, proviamo che

i ({r e X 1mmsw 70 - 1> 0} ) =0

t—to

Ricordiamo innanzitutto che, per ipotesi, I'operatore massimale MT" associato alla
famiglia {7} }+cr € di tipo debole (p, q), pertanto esiste una costante ¢ € R, ¢ > 0,
tale che, per ogni g € LP(X, 1), si abbia che

n({z € X | |MTg(z)] > \}) < (M)
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per ogni A > 0. Ma allora, ricordando le ipotesi sulle funzioni della successione di

funzioni (f,),cy, Per ogni € > 0 si ha che

u({ e x imsu zs) - @) > ¢})

t—to

— e ({r € X w17 0) = Tuf0) 4 Tfe) = 1) + i) = 100 > =)

t—to

t—to

on{{r X o) - o> <}
{

e ({oex Pmsuln) - 101> <))
< ({r e X msp 7 - i) > 5P ({io € X sl - g1 > )

t—to

<u ({x € X | [MT(f - fu)l(z) > %}) th <{$ € X [limsup |(f = fu) ()] > g})

t—to
2| f — fa e
( I/ f||LP(X7u)> +/ Ay
€ {zeXIF—fn)( \>;}

<(2c||f fn||mu> /lf S)@F 4 2

_ (QCHf anLP (X,1) )q n <2||f anLP (X, ) Y

g g n

< ({o e X fmsup 170) - T > <)

IA

Si deduce quindi che limy;_,;, T f () = f(x) per q.o. x € X, da cui segue direttamente
la tesi. O

1.3 Teorema di interpolazione di Marcinkiewicz

Sia (X, ) uno spazio di misura positiva e o-finita e sia f: X — C una funzione
misurabile rispetto alla o-algebra su cui e definita la misura p. Consideriamo la
funzione distribuzione di f data dalla mappa

ag: (0,400) — [0, +00]

definita da
ar(A) =p({z € X ||f(z)] > A})
per ogni A € (0, 400).

Proposizione 1.3.1. Sia ¢: [0,4+00) — [0, +00) una funzione differenziabile, cre-
scente e tale che p(0) = 0. Allora

+oo
/X (1 () )dpu() = / o/ (Nar(A)dA.
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Dimostrazione. Sia ¢ come nell’enunciato. Per il Teorema di Fubini-Tonelli si ha

che
/ ol (x / / T () = /O+Oo<,0()\)af(/\)d)\.

Si noti ora che, dato p € [1,400), il risultato precedente permette di caratteriz-
zare la norma || ||z»(x ) nel seguente modo. Consideriamo la funzione

[]

¢: (0,400) 2 A = A € (0, +00).

Per la Proposizione 1.3.1, dati (X, pu) spazio di misura positiva ed una funzione
o-finita e f € LP(X, u), si ha che

+o0
112 = /X (@) Pdp(z) = p /0 N Tas (A,

Utilizziamo questa caratterizzazione della norma LP per dimostrare il Teorema di
interpolazione di Marcinkiewicz.

Teorema 1.3.2 (Teorema di interpolazione di Marcinkiewicz). Siano (X, pn), (Y, v)
spazi di misura positiva e o-finita, po,p1 € [1,00] tali che py < p; e

T: LP(X, ) + LP(X, p) — LO(Y,v)

un operatore sublineare che sia di tipo debole (pg, po) e di tipo debole (p1,p1). Allora
T ¢ di tipo forte (p,p) per ogni p € (po,p1)-

Dimostrazione. Sia p € (po,p1) e sia f € LP(X, u). Per ogni A € (0, 4+00) decompo-

niamo f come f = fo+ fi, dove fo = f]]-{xEXHf(x)|>c)\} e fi = fﬂ{xeXHf(a:)ISc,\} per
una certa costante ¢ € R, ¢ > 0. Si osservi che, per la disuguaglianza di Holder,

Lol = /X o) Pdu(y)
- /X |f<y>|pon{zexuf<x>|>d}<y>du<y>

S(/X]l{zeXllf(JC)l>C/\}( ) </ (@) dul >

=[S

P—Po

[ ) " 1
1
2

P—Po B
) LA 1

pP—p
5) Wl <+oc
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pertanto fo € LP°(X, ). Similmente, f; € LP'(X, u). Inoltre, per la sublinearita di
T si ha che \Tf( ) <I|Tfo(y)| + 1|7 fi(y)| per ogni y € Y, da cui segue che
v ({

y €Y [ITf(y)l > A})

({y Y 1Thl > 5 }) +v ({ve v lITawl> 5})
s 3)

Supponiamo dapprima che p; = co. Siano Ag € R, Ag >0e A; € R, A; > 0, le co-
stanti tali che [|T'fol Lro. (x,) < Aoll follLroxmy € 1T f1llzoe(x < Axllfillpoe ) esi-
stenti dal momento che T & di tipo debole (pg, po) e di tipo debole (p1, p1). Poniamo
c= ﬁ. Si ha che

@)oo
<v({vevimmi=3})
{
<({

arf(A)

( y €Y | ITfillmgrm >5})

2
A
y€Y| ||f1||L°°(X,u 2—141:C)\ =0.

Inoltre, per la disuguaglianza debole (pg, po), si ha che

A 2A » o
arm(§)f£( ﬂﬁﬁwam) .

Pertanto, utilizzando una conseguenza della Proposizione 1.3.1 ed il Teorema di
Fubini-Tonelli, si deduce che

—+o00
IT 1y = / X~ary (A) dA

+o0o - Y +oo bt Y
S D A QT fo 5 dA + P A arf 5 dA
0 0

/ e ( 2Ao||fo!m(x,u>)p0 )\

0
—+o00

> / NP (24 )P0 / o) du(z)dr
0

+o0
\f(ac)l

p(240)" / o / " ()

LA [ 1P

p 0 0
= L (@A) (241 I, < +00,

P —Do

IN
3
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da cui segue direttamente la tesi. Supponiamo ora che p; < +o00. Per ipotesi si ha

che AN (240 fol po
arf, (§)§( 0 OALPO(X’“)> )

A 2A p1 p
arf, (5) < ( 1||f1!L (X’“)> .

Procedendo in modo analogo al caso precedente si mostra che

—+o00
T / N Vazy (A) dA
0

+oo by +oo by
< p/o )\pilanO (§> d\ +p/0 )\pilan1 (—) dA

— p Po ]‘ p
— (p_p0(2Ao) vl o _p(2A1) = pl) 1wy < +00

e cio permette di concludere. O

Si osservi che, supponendo che valgano le ipotesi del Teorema 1.3.2, si ottiene
che

1
1 1 1 P
Tl < 200 ( - ) A0 A v,
I ||LP(X7N) P—po  pL—p 0 dl ||LP(X,u)
dove 6 € (0,1) ¢ tale che zl:» = p% + 1});09. Nel corso della tesi, dato uno spazio di

misura positiva e o-finita (X, ), studieremo in particolare operatori di tipo forte
(00, 00), ossia limitati da L>®(X, pu) in L>®(X, u) e deboli (1,1). In tal caso, detto
T un operatore di questo tipo, il Teorema 1.3.2 assicura che T & di tipo forte (p, p)
per ogni p € (1,400) ed inoltre, per ogni f € LP(X, u) si ha che

TSV ) < 51 (24024 AN

con Ag, A; costanti reali strettamente positive derivanti dalle disuguaglianze per la
limitatezza in norma || [|zee(x,u) € || [|2t00(x p0)-

1.4 Cenni sull’integrazione di Lebesgue-Stiltjes

Concludiamo il capitolo con una breve introduzione alla teoria dell'integrazione di
Lebesgue-Stiltjes, che ci permettera di dimostrare un importante risultato per gli
operatori massimali di tipo convolutivo. Per quanto riguarda questa sezione, si veda
il testo [2].

1.4.1 Il Teorema di Carathéodory

Richiamiamo innanzitutto alcuni concetti preliminari di teoria della misura.
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Definizione 1.4.1. Sia X un insieme non vuoto. Un sottoinsieme &7 C &(X) non
vuoto si dice anello se si ha che

1. 0 e o,
2.se A, Be o/, allora AUB€ o/ e ANB € o;
3.se A,B € o, allora A\ B € &.

Il nostro primo scopo ¢ andare ad enunciare e dimostrare il Teorema di Ca-
rathéodory. Per farlo, occorre introdurre innanzitutto il concetto di sistema di
Dynkin.

Definizione 1.4.2. Un sottoinsieme non vuoto % C Z(X) si dice w-sistema se,
dati A, B € %, si ha che AN B € J#. Un sottoinsieme non vuoto ¥ C #(X) si
dice sistema di Dynkin se si ha che

1. 0,X € 2.
2. se A€ 2, allora X \ A € Z;

3. se (A;)ies  una successione di elementi di &, con [ insieme di indici, si ha che
U A€ 9.
iel

Si noti che una o-algebra e un sistema di Dynkin. Viceversa, se & ¢ un sistema
di Dynkin e un mw-sistema, allora & & una o-algebra. Infatti, data (A;);ey una
successione di elementi di Z non necessariamente disgiunti, si ha che

+oo
J4i=4u (U (AZ-\AH)) €9
ieN i=1
per 2. e 3. della definizione 1.4.2.

Riportiamo di seguito il Teorema di Dynkin. Dato &/ C (X)), denotiamo con
o(<7) la o-algebra generata da <.

Teorema 1.4.3 (Teorema di Dynkin). Sia % un mw-sistema e sia 9 un sistema di
Dynkin tale che & C 9. Allora si ha che o(#) C 9.

Dimostrazione. Sia % il piu piccolo sistema di Dynkin tale che %2 C %,. Mostriamo
che 2, € una o-algebra. Come osservato in precedenza, e sufficiente dimostrare che
9 ¢ un w-sistema, ossia che, dati A, B € 9, si ha che AN B € %,.

Per ogni B € %, sia

H(B)={F €%y | BNF e %}.
Mostriamo che J#(B) ¢ un sistema di Dynkin. Per quanto riguarda la 1. si ha che

Bﬂ@ZQE@(),



1.4. CENNI SULL’INTEGRAZIONE DI LEBESGUE-STILTJES 17

dal momento che % € un sistema di Dynkin, pertanto () € 5 (B). Proviamo ora 3..
Sia I un insieme di indici e sia (4;);e; una successione di elementi di 57 (B). Allora
si ha che A;N B € ¢ (B) per ogni i € I. Inoltre, dal momento che %, ¢ un sistema
di Dynkin, si ha che

JA4i € 2.

i€l

Inoltre, si ha che

(UA,-) NB=JAinB) e,

iel el

da cui segue che

JAi e 7z(B).

iel
Proviamo infine la proprieta 2. della definizione di sistema di Dynkin. A tal propo-
sito, sia A € J(B). Allora si ha che AN B € %,. Mostriamo che X \ A € J#(B),
ossia che (X\ A)NB € %,. Sinoti che, dal momento che % ¢ un sistema di Dynkin,
cio € equivalente a provare che AN (X \ B) € %,. Ma si ha che

ANXA\B) = (AN (X\B)U(X\B)=(ANB)U (X \ B)

e AN B e X \ B sono disgiunti, pertanto AN (X \ B) € %.

Si noti ora che, dal momento che % e un 7w-sistema, si ha che, se K € %, allora
H C H(K). Inoltre, per la minimalita di % si ha che 7 (K) = %,. Pertanto si ha
che, se K € # e B € 9, si ottiene che K N B € %, da cui sgeue che # C J(B)
per ogni B € %,. Ripetendo il ragionamento appena visto, dal momento che # e
un sistema di Dynkin e per la minimalita di %, si ottiene che 57 (B) = %, per ogni
B € %, da cui segue direttamente la tesi per definizione di J#(B), per B € %,. [

Dopo aver enunciato e dimostrato il Teorema di Dynkin, ¢ ora il momento di
introdurre il seguente criterio, che costituisce un altro elemento fondamentale per la
dimostrazione del Teorema di Carathéodory. E bene innanzitutto chiarire un aspetto
notazionale. Sia (A,)meny una successione di elementi di &?(X) non decrescente
rispetto all’inclusione. Definiamo

+o0o
limsup A,, = ﬂ U A,

neNm=n

+o0
hn%nﬁfxlzzLJ (].Am.

neNm=n

Sia ora A € Z(X). Scriveremo A, 1 A se

limsup A,, = liminf A,, = A.
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Proposizione 1.4.4 (Criterio di coincidenza). Sia (X, . #) uno spazio misurabile e
siano 1y e po due misure su (X, #). Supponiamo che l'insieme

9 ={A € M| m(A) = p(A)}

contenga una mw-sistema K tale che M = o(K'). Inoltre, supponiamo che esista
una successione non decrescente (X, )nen di elementi di A tale che

pa(Xy) = pa(X,) < 400
e X, T X. Allora si ha che uy = ps.

Dimostrazione. Supponiamo innanzitutto che p;(X) = po(X) sia finito. In tal caso,
si ha che Z & un sistema di Dynkin e cio garantisce la validita della proprieta 2.
della definzione di sistema di Dynkin. Inoltre, si ha che & contiene .#". Pertanto,
per il Teorema 1.4.3, si ottiene che ¥ = .#, da cui segue direttamente la tesi.

Studiamo ora il caso generale. Sia (X,,)n,en una successione in .# come nell’e-
nunciato. Dato n € N, definiamo la o-algebra

Possiamo considerare senza perdita di generalita p; e ps come misure finite sullo
spazio misurabile (X, .#,). Per ipotesi si ha che le due misure coincidono sul
m-sistema

Jdp={ACX,|Aex}.

Per quanto visto nel passaggio precedente, si ottiene che p; e po coincidono su
o(A,). Proviamo ora che

{Be . #|BCX,} Co(4).
Si noti che la famiglia
6, ={BCX|BnX,eca(,)}
¢ una o-algebra su X. Infatti, si ha che
XNX, =X, €4, Colh),

pertanto X € &,. Sia ora B € &,. Allora si ha che BN X,, € o(J,). Inoltre,
X, € o(#,), pertanto, dal momento che o (%) ¢ una o-algebra, si ha che X \ X, €
o(#,). Ma allora, si ha che (BN X,)U X \ X,, € 0(%,), dal momento che o(.%,)
e una o-algebra. Segue che

(X\B)NX, = X\ (BU(X\X,)) =X\ ((BNX,)U(X\X,)) €0(H)

Pertanto, X \ B € &,. Infine, sia (By)gen una famiglia di elementi di &,. Allora si
ha che By N X,, € o(J,) per ogni k € N. Segue che, dal momento che o(J%,) ¢ una

o-algebra,
<U Bk> NX,=J(BinX,) €o(A).

keN keN
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Inoltre, si ha che &, contiene %", quindi &,, contiene &.
Si ottiene pertanto che

pi (BN Xy) = pa(BNX,)

perogni B € .# e per ogni n € N. Passando al limite per n — 400, per 'arbitrarieta
di B si deduce che puy = po. O]

Sia ora & C Z(X) e sia
p: o — [0, +00]

una mappa tale che p(@) = 0. Per ogni £ € #(X) poniamo

p*(E) = inf {Zu(An) | A, € of perognineN, EC U An} )

neN neN

Si puo dimostrare facilmente che la mappa
pt: P(X) = [0, +0x]

e tale che p*(0)) = 0 ed & non decrescente rispetto all’inclusione. La funzione p* si
dice misura esterna indotta da pu.

Vediamo di seguito gli ultimi due risultati che permettono poi di ottenere im-
mediatamente la tesi del Teorema di Carathéodory. Mostriamo inizialmente che p*
estende p se p e o-subadditiva.

Proposizione 1.4.5. La mappa p* é o-subadditiva su P(X) ed estende p se p é
o-subadditiva su o/ e u(0) = 0.

Dimostrazione. Sia (E,)nen una successione di elementi di Z(X) e sia
E=JE.
neN
Supponiamo senza perdita di generalita che
neN

altrimenti I’asserto & banalmente verificato. Segue che p*(E,) < 400 per ognin € N.
Ma allora, per ogni € > 0, per ogni n € N esiste una successione (A, m)men in 7
tale che

E,C | Aum
meN
ed inoltre -
Z N(An,m) < NJ* (En) + om+1"
meN
Segue che

Z Z N(An,m) < Z w (En) +e.

neN meN neN
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Dal momento che
Ec |J Aum

n,meN

si ha che

PHE) <D 0> il Anm) < (En) + ¢,

neN meN neN

da cui segue la o-subadditivita di p*.
Sia ora F € /. Sia poi (A, )nen una successione di elementi di <7 tale che

Ec|]A4.

Dal momento che p e o-subadditiva, si ottiene che
u(E) < ZN(AR)'
neN

Passando all’estremo inferiore su tutti i ricoprimenti numerabili di E costituiti da
elementi di &7, si ottiene che p(F) < p*(FE). D’altra parte, scegliendo Ay = E e
A, = 0 per ogni n € N, n > 1, si ottiene che p*(E) = u(FE), il che conclude la
dimostrazione. O

Introduciamo ora il concetto di insieme additivo secondo Carathéodory.

Definizione 1.4.6. Siano &/ C Z(X) e
p: o — [0, +00]

una mappa tale che p(@) = 0. Un insieme A € Z(X) si dice additivo secondo
Carathéodory se

pH(E) =p (ENA) +p" (EN(X\ 4)) (1.1)
per ogni F € Z(X).

Denotiamo con ¢ la famiglia degli insiemi additivi secondo Carathéodory in
Z(X). E immediato notare che, dato A € ¢4, si ha che X \ A€ 9.

Teorema 1.4.7. Siano &/ C Z(X) e
p: o — [0, +00]

una mappa tale che u(h) = 0. Supponiamo < sia un anello e che pu sia additiva.
Allora ¢ ¢ una o-algebra contenente o/ e u* e o-additiva su 9.

Dimostrazione. Proviamo innanzitutto che &/ C ¢4. Siano A € & ¢ E € Z(X).

N

Dimostriamo che vale l'uguaglianza (1.1). E sufficiente dimostrare che

WH(E) > 1 (BN A) + 1 (B0 (X \ 4))
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dal momento che p* & subadditiva. Supponiamo senza perdita di generalita che
p*(E) < 400, altrimenti la tesi € banalmente verificata. Sia ora € > 0 e sia (B, )nen
una successione si elementi di o7 tale che

Ec|/B.

ed inoltre
> By) < @ (E) +e.

neN

Per definizione di p* si ha che
w(E)+e> ) u(By)

= (u(B,NA) + pu (B, N (X \ A)))

> p(ENA) +pt (BN (XN A)

e la tesi segue passando al limite per ¢ — 0. Pertanto, A ¢ additivo secondo
Carathéodory. Per 'arbitrarieta di A si ottiene che &/ C ¥.
Mostriamo ora che ¢ ¢ un’algebra e che p* ¢ additiva su ¢. Sappiamo gia che,

se A€, allora X \ A€ ¥. Proviamo che, dati A,B € 4, si hache AUB € 4.
Per ogni £ € Z(X) si ha che, applicando due volte 'uguaglianza (1.1),

pH(B) = 1 (BN A) 4+ 1 (B0 (X \ 4))
— W (ENA)+ " (EN(X\A)NB) +p (EN(X\A)N(X\B) (1.2)
— (H(ENA) + ' (EN(X\A)NB) + 4 (EN (X \ (AU B)))

Si noti che, dal momento che
(ENA)UEN(X\ANB)=EN(AUB),
si ha che, per (1.2),
pE)Z p(EN(AUB)) +p" (EN(X\(AUB))).

Pertanto, AU B € ¢4 e cio permette di concludere. Siano ora A, B € ¢ tali che
AN B =10. Siha che

p(AUB) = ((AUB)NA) +p" (AU B) N (X \ A))
= 1 (A) + p(B),

da cui segue che p* ¢ additiva.
Mostriamo infine che ¢ ¢ una o-algebra. Sia (A;);en una successione di elementi
di ¢. Mostriamo che
S=[J4 €9

jeN
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Dal momento che ¢ & un’algebra, non e restrittivo supporre che gli insiemi A; siano
a due a due disgiunti. Per ogni n € N, poniamo

7=0

Per ogni n € N, utilizzando piu volte la o-subadditivita di p* e 'uguaglianza (1.1),
si ottiene che

HEN(XN\S) +p"(ENS) S (EN(X\S)+ Y @ (ENA)

jeN

= lim (u* (EN(X\S)+ > p(EN Aj))

= lim (4" (£ (X\ 8)) + 4 (ENS,).

Dal momento che X \ S C X \ S, per ogni n € N, si ha che

p(EN(XN\S)) +p (ENS) <limsup (i (ENS,) + p* (BN (X\5,)))

n

= p(E).
Pertanto, si ottiene che S € 4 e 4 ¢ una o-algebra. O

Una volta raccolti i risultati preliminari necessari, ¢ ora possibile enunciare e
dimostrare il Teorema di Carathéodory.

Teorema 1.4.8 (Teorema di Carathéodory). Sia &7 C P (X) un anello e sia A la
o-algebra generata da </ . Sia

p: o — [0, +00]

una mappa o-additiva e tale che () = 0. Allora ¢ possibile estendere p ad una
misura su A . Se p € o-finita, allora tale estensione é unica.

Dimostrazione. Dal momento che p ¢ o-additiva, si ha che p ¢ o-subadditiva. Per
la Proposizione 1.4.5 si ha che p* & o-subadditiva su &(X) ed estende p. Proviamo
ora che p* € una misura. Dal momento che p* estende p, si ha che

p(0) = u(0) = 0.

Inoltre, per il Teorema 1.4.7, dal momento che 7 ¢ un anello e p ¢ o-additiva, quindi
additiva, si ha che ¢ ¢ una o-algebra contenente .# e pu* ¢ o-additiva su ¢, quindi

su . . Nel caso in cui p sia o-finita, 'unicita segue direttamente dalla Proposizione
1.4.4. O
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1.4.2 Integrale di Lebesgue-Stiltjes

Il nostro scopo consiste nell’andare ad indagare su una possibile corrispondenza tra
misure di Borel finite e una mappe appartenenti ad una certa classe di funzioni non
decrescenti. Diamo innanzitutto la definizione di funzione di ripartizione.

Definizione 1.4.9. Data una misura p definita sulla o-algebra di Borel Z(R), si
dice funzione di ripartizione di p la funzione

F:R —[0,+00)
definita da
F(z) = p((—o0,z])
per ogni = € R.

Si noti che dalla monotonia di p segue direttamente che F' € non decrescente.
Siano infatti x,y € R tali che x <y. Allora si ha che

(—o0, 7] C (—o0,y].
Per la monotonia di u si ha che

F(z) = p((—o0,2]) < pu((—00,y]) = F(y),

da cui segue la tesi. Inoltre, si ha che F' & continua a destra. Sia z € R e sia (2, )nen
una successione in R tale che =, > z,.1 > = per ogni n € N e x,, — x. Si noti che
n

(=00, 2] = () (~o0, 2],

neN

pertanto, si ottiene che

F(z) = p (=00, 2,]) = lim gt (=00, 2,]) = lim F(z,,),

n

da cui segue la tesi. Infine, si noti che

lim F(z) =0

T—r—00

lim F(x) € [0,+00).

r—r-+00

Di seguito viene enunciato e dimostrato il risultato principale di questa sezione.

Teorema 1.4.10. Sia F': R — [0, 4+00) una funzione non decrescente e continua a

destra tale che
lim F(z)=0

T—r—00
lim F(z) € [0, +00).
T——+00

Allora esiste un’unica misura finita p su B(R) tale che F sia la funzione di ripar-
tizione di .
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Dimostrazione. Poniamo innanzitutto
< ={(a,b] | a € [-00,+0), b€ R,a < b}.

Sia of I'anello generato da .%, che consiste di unioni disgiunte finite di intervalli in
. Poniamo per convenzione F'(—o0) =0 e

((a,b)) = F(b) - Fla) (1.3)

per ogni a € [—00, +00), b € R, a < b, tali che (a,b] € .77.

Per prima cosa andiamo ad estendere p all’anello o/ e mostriamo che p € ben
definita. Datin,m € N, n >0, m > 0 e due partizioni disgiunte {/;}7_, e {J;}]_,
di &, diremo che {Jj};":l ¢ pitl fine di {Ij}?zl se ogni intervallo I; per ogni i € N,
1 <7 < n ¢ unione disgiunta di alcuni intervalli J; per qualche j € N, 1 < 5 < m.
Per mostrare che p e ben definita, occorre dimostrare che

m

S ulh) = > )

J=1

se {J;};_, ¢ pitt fine di {/;}7",. Sinoti che ¢ sufficiente dimostrare che, dato € .
e data {E;}"_, famiglia di elementi di . a due a due disgiunti, con k € N, k > 0,
tale che

si ha che

Tale proprieta segue direttamente per induzione osservando che, ponendo I = (a, b],
con a € [—00,+00), b € R tali che a < b, si ha che

(a,b] = (a,c] U (c,b]
e, pertanto,
u((a,b)) = F(b) — F(a) = F(b) — F(c) + F(c) — F(a) = p((a, c]) + p((c, b]).

Proviamo ora che p ¢ additiva. Siano A, B € &/ tali che AN B = (). Si noti che,
dati n,m € N, n >0, m > 0 e date {I;}7_, e {J;}]_, due decomposizioni di A e B
rispettivamente in intervalli di .#” a due a due disgiunti, la famiglia {;}7_, U{J;}]_,
e una decomposizione di A U B in intervalli di .¥ a due a due disgiunti. Pertanto,

si ottiene che
n m

MAUB) = u(L) + > (J;) = p(A) + u(B)

i=1 j=1

e cio permette di concludere.
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Proviamo che p € o-additiva. Siano E' € & e (E,)en una successione di elementi
di &7 tali che
Ec|JE.

neN

Supponiamo innanzitutto che £ € S, ossia E = (a,b] per certi a € [—00,+00) e
b € R tali che a < b. Si noti che, dal momento che per ogni n € N si ha che FE,
e un’unione finita di intervalli di S, per ogni € > 0, e possibile trovare (,, unione
finita di intervalli di S tale che E,, C G,,,

p(Ca) < (B + o

e E, C G2. Dal momento che per ogni @’ € R, a’ > a si ha che
a0 c |G
neN
e siccome [d’, b] € compatto per ogni o’ € R, a’ > a, esiste k € N, k > 0 tale che

k

o, b] € | G

n=0

Per 'additivita di p su &7 si ottiene che

=
B
=
VAN
=
PR
]~
Ly
N~

<e+ ) u(En).

neN

Passando al limite per ¢ — 0 e per @' — a™, si ottiene la tesi. La disuguaglianza
opposta segue dalla monotonia. Per il Teorema di Carathéodory e possibile estendere
p ad una misura su ZB(R) = o (&) che, con abuso di notazione, chiameremo ancora
. Ponendo a = —oo e passando al limite per b — +o0 in (1.3), si ottiene che

p(R) = lim F(z) eR

Tr——+00

e ponendo a = —oo in (1.3) si ottiene che, per ogni = € R

p (=00, z]) = F(z),

da cui segue che F' e funzione di ripartizione di p. O
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Una volta enunciato e dimostrato il risultato precedente, andiamo a definire
I'integrale di Lebesgue Stiltjes.

Definizione 1.4.11. Sia F': R — [0, +00) una funzione non decrescente e continua

a destra tale che
lim F(z)=0

T—r—00

lim F(z) € [0, +00).

T—r+00

Definiamo integrale di Lebesgue-Stiltjes di f € L°(R, ur), dove pp ¢ la misura finita
costruita nel Teorema 1.4.10, denotato con

/R fdF = /R Fdpr.



Capitolo 2

Operatore massimale di
Hardy-Littlewood

Dopo aver trattato alcuni argomenti preliminari, andiamo ora ad introdurre il pri-
mo strumento fondamentale della tesi, ovvero gli operatori massimali di Hardy-
Littlewood. In particolare, studieremo due tipi di tali operatori, piu precisamen-
te 'operatore massimale di Hardy-Littlewood centrato e I'operatore massimale di
Hardy-Littlewood non centrato e andremo ad analizzarne alcune proprieta fonda-
mentali. Questi operatori si ottengono studiando, data una funzione localmente inte-
grabile, le medie integrali di tale funzione su palle aperte di raggio sempre maggiore
e considerandone poi l'estremo superiore al variare del raggio.

La prima parte del capitolo sara dedicata alle definizioni principali e alle prime
proprieta fondamentali di questi operatori. In seguito andremo a studiare il loro
comportamento su spazi LP per p € [1,00]. Si vedra innanzitutto che gli operatori
massimali di Hardy-Littlewood centrato e non centrato sono operatori limitati da
L>®(R%) in sé ed inoltre sono limitati come operatori da L!(R%) nello spazio L* debole
LY*°(RY). Una volta ottenuti questi risultati sara possibile applicare il Teorema
di interpolazione di Marcinkiewicz per ottenere che tali operatori sono limitati da
LP(RY) in sé. Per quanto riguarda gli argomenti trattati in questa prima parte del
capitolo si vedano [5] e [6].

Concludiamo infine studiando il comportamento dell’operatore massimale di
Hardy-Littlewood centrato e non centrato su spazi di Sobolev W1P(R?) per ogni
p € (1,00]. Lo scopo di questa sezione consiste nell’andare ad analizzare nel det-
taglio 'articolo [8] di J.Kinnunen pubblicato nel 1997, in cui si dimostra che tali
operatori sono limitati dallo spazio di Sobolev W1P(R9) in sé, per p € (1, 00]. Ve-
dremo infine una parziale estensione di questo risultato per l'operatore massimale
di Hardy-Littlewood non centrato nel caso p = 1 e d = 1 analizzando I’articolo [12].

2.1 Operatori di Hardy-Littlewood

Introduciamo ora gli operatori a cui abbiamo accennato all’inizio del capitolo. In
questa sezione andremo a studiare le definizioni principali e le prime proprieta fon-

27
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damentali, concludendo con un semplice esempio che permettera di ottenere una
visione piu diretta degli oggetti studiati.

Consideriamo lo spazio di misura (R¢, #%), con d € N, d > 0, dove #? denota
la misura di Lebesgue su R

Definizione 2.1.1. Definiamo 'operatore
M€ L}, (RY) — L0 (RY),

tale che, per ogni f € L} (Rd)>

loc

1
C _
M® f() =S G (Bl 1)) /B Rd(m)lf(y)ldy,

per ogni x € RY, detto operatore massimale di Hardy-Littlewood centrato. Definiamo
poi 'operatore
M: L}, (RY) — L°(RY),

tale che, per ogni f € L} (Rd)>

loc

M@ = s s [ )l

{BCR¢|B palla, z€ B}
per ogni & € R?, detto operatore massimale di Hardy-Littlewood non centrato.

Si noti che la definizione di M & ben posta. Infatti, per ogni f € L} (Rd), si ha

loc
che M€ f ¢ misurabile secondo Lebesgue, dal momento che MY f ¢ inferioremente

semicontinua. Per provare questo fatto, occorre dimostrare che I'insieme
U ={r e R| MCf(z) >t}

¢ aperto in R? per ogni t € R. Siano t € R e x € U;. Allora si ha che M f(x) >t
e, pertanto, esiste r € R, » > 0, tale che
M@ 2 G [ fldy >
Z (BRd<x7T)) Bpa(z,r)

Scegliamo ora s > r sufficientemente piccolo tale che

o 1 1
VOS2 Gy [ WO g [l

Cio segue dal Teorema dei valori intermedi, dal momento che la funzione

xd

((0, +oo) D2 > - € (0, —|—oo))

¢ continua e strettamente decrescente ed inoltre £ (Bga(x,7)) = cqr? per ogni
re€RYer >0, dove ¢y = £ (Bga(0,1)) & una costante indipendente da x e da r.
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Sia ora z € Bga(x,s — ). Sinoti che, dato w € Bga(x,r), allora |w — x| < r, da cui
segue che
lw—z| <|lw—z|+|r—z2|<r+(s—r)=s.

Pertanto si ha che w € Bra(z, s), da cui segue che Bga(z,7) C Bga(z,s). Ma allora
si ha che

. 1 1
M > GG} oo VO > GGy N>

da cui segue che z € U, quindi, per Uarbitrarieta di z € Bga(x,s — ), si ha che
Bgra(x,5 — 1) € U;. Ma allora si ha che U; C R? & un aperto e, pertanto, M f &
inferiormente semicontinua. Con un ragionamento simile, si deduce che, nel caso in
cui f € Li, . (R?), allora M [ & inferioremente semicontinua su R?, pertanto anche
I'operatore M e ben definito.

Studiamo ora la relazione che intercorre tra gli operatori massimali di Hardy-

Littlewood centrato e non centrato.

Proposizione 2.1.2. Per ogni f € L}, (R?) si ha che

loc
M€ f(z) < Mf(x) < 2°M€ f(x),
per ogni v € RY.

Dimostrazione. Sia f € L; (Rd). Per ogni x € R? si ha che

loc

1
C _
M*" f(x) = ?}ilg 24 (Bga(z, 1)) /BRd(z,T) |f(y)ldy
1
S e e 29081 O

D’altra parte, dati » > 0, B, C R? palla di raggio r e x € B,, si ha che

1 1
S5 /B 10l < gy /B Ll

. gd (BRd (l‘, 27")) 1

=T 29B,) 2 (Bas(w2r) /BW,M )iy
£ (Bga(z,2r))

- 2YB)

= 2dMCf(x).

M f(x)

Passando all’estremo superiore sulle palle B € R? tale che = € B, si ottiene che
Mf(x) < 2°MC f(x),

da cui segue la tesi. O
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Si osservi ora che gli operatori M¢ e M appena introdotti sono operatori subli-
neari. Infatti, per ogni f,g € L} (R"), o, € R, a >0, 8 > 0,

loc

1
C —
V@l 0@ =5 g [ g+ sl
1
Sty § AL

1
-+ sup /
>0 Z (BRd (ZL’, T)) Byga(z,r

= oM f(x) + BM g(x)

| 1Bl1g(y)|dy

per ogni x € R? e il conto per M & analogo.

Si riporta ora un breve esempio di calcolo degli operatori massimali di Hardy-
Littlewood centrato e non centrato su R per la funzione caratteristica di un intervallo
chiuso e limitato. Lo scopo consiste studiare un semplice caso in cui e possibile
descrivere esplicitamente la funzione massimale.

Esempio 2.1.3. Siano a,b € R con a < b e sia f = 1j,3. Dato z € R, si ha che

1
M€ f(z) = sup Z (Bale.1) /BR(W) Loy (y)|dy
1 T+r
=swo- | Loy (v)dy
zf’aj_aw sex <aq
=<1 se x € (a,b)
ﬁ sex >0

Si noti che .
lim MY f(z) =1 # 5= lim MY f(x),

z—a™t T—a~

pertanto M f ¢ una funzione discontinua su R. Inoltre, dato = € R,

1 '
Mi@ = s [ sy
{(c,d)CR|z€E(c,d)} g(ca d) c !
1 d
= sup y / Lo (y)dy
{(c,d)CR|z€(c,d)} & — C J¢
b—a
o] sex < a
=<1 se z € (a,b)
\Z_—%I sex >b

Si noti che, a differenza di quanto accade nel caso precedente, la funzione M f e
continua su R.
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2.2 Operatori di Hardy-Littlewood su spazi di Le-
besgue

Il nostro scopo ¢ ora quello di andare ad enunciare e dimostrare un risultato che
permette di stabilire che gli operatori massimali di Hardy-Littlewood centrato e non
centrato sono di tipo debole (1,1). Usando il Teorema di interpolazione Marcin-
kiewicz, sara poi possibile arrivare a considerazioni ulteriori. Il risultato principale
di questa sezione e illustrato nel Teorema 2.2.3. Proviamo innanzitutto la seguente
proprieta.

Proposizione 2.2.1. Gli operatori massimali di Hardy-Littlewood centrato e non
centrato sono limitati come operatori da L= (R?) in L>=°(R?).

Dimostrazione. Proviamo innanzitutto la tesi per l'operatore massimale di Hardy-
Littlewood non centrato M. Sia f € L®(R?). Per ogni x € R? si ha che

1
ME@I< s 1Ry < 1 e,

{BCRH|B palla, z€ B}

Segue che ||M f|| poora) < || f|| poe(ra). Studiamo ora il caso dell’operatore massimale
di Hardy-Littlewood centrato. Data f € L>(R?), si ha che, per ogni x € R?, per la
Proposizione 2.1.2,

|MEf(2)] < [Mf(@)] < (|l o (ray,
per quanto appena visto. Segue che ||MC f| poomay < || ]| 1o (ra)- O

Prima di poter passare al risultato principale di questa sezione, € necessario
enunciare e dimostrare una versione del Lemma di ricoprimento di Vitali per una
collezione finita di palle in R¢.

Lemma 2.2.2. Siano k € N, k > 0 ¢ B = {B;}\_, una collezione finita di palle
aperte contenute in R%. Allora esistonol € N, 0 < | < k, ed una sottofamiglia di %
di palle a due a due disgiunte {B]-T}ZT:1 tale che

k l
B < 3B,
=1 r=1

In particolare, st ha che

l k
S 2B > 2 (U Bi) -
r=1 =1

Dimostrazione. A meno di rinominare gli indici, possiamo supporre senza perdita
di generalita che Z4(B;, 1) > £%B;) per ogni i € {1,....k —1}. Sia j; = 1. Per
ognii € {1,...,k — 1} sia j;;1 il minimo tra gli indici s > j; tali che

(U5 )om-s

m=1
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Siccome la collezione iniziale & e finita, € possibile ripetere questa procedura un
numero finito di volte e tale processo terminera dopo un numero finito di passi. Sia
[ tale numero di passi. Si ottiene cosl una collezione di palle aperte a due a due
disgiunte {Bjr}i:r Sia ora B, € £ una palla non ancora selezionata nel processo
appena descritto. In tal caso, si ha che m # j,. per ogni r € {1,...,l} e B, dovra
intersecare una palla B; per un certo r € {1,...,1} tale che j, < m. Ma allora si
ha che Z4(B,,) < £ (B;,) ed inoltre B,, C 3B;,. Per I'arbitrarieta di m si ha che
I'unione delle palle non selezionate nel processo di cui sopra, € contenuta nell’'unione
delle palle ottenute dalle palle selezionate, triplicandone il raggio. Pertanto si ha
che

k l l l
Z1 (U BZ-> <.z (U 3Bjr) <> 21(3B;,) =3 2%(B;,).
i=1 r=1 r=1 r=1

]

Teorema 2.2.3. Gli operatori massimali di Hardy-Littlewood centrato e non cen-
trato sono di tipo debole (1,1) con costante al pit pari a 3% e di tipo forte (p,p) per

ogni p € (1,+00), con costante al pit pari a 3%]%.

Dimostrazione. Proviamo innanzitutto la tesi per 'operatore massimale di Hardy-
Littlewood non centrato. Mostriamo per prima cosa che M ¢ di tipo debole (1,1).
Sia f € L'(RY) e, per ogni o € R, a > 0, sia E, = {x € R? | Mf(z) > a}. Lo
scopo e dimostrare che

supa.?(Eu) < el fllwa)
per una certa costante ¢ € R, ¢ > 0. Fissiamo a € R, @ > 0. Per l'interna regolarita
della misura di Lebesgue si ha che

ZLUE,) = sup ZLYUK).

K compatto, KCFE,

Sia quindi K C E, compatto. Dato z € K, per ipotesi si ha che M f(x) > «. Allora
esiste una palla B, C R? tale che z € B, e

m/ F(D)|dt > a.

x

Sia ora y € B,. Allora si ha che

Mf(y)=  sup g#(B) /B |f(t)|dt2% / @t > o,

{BCRH|B palla, ye B} »

pertanto y € FE,. Si deduce quindi che, per I'arbitrarieta di y € B,, si ha che
B, C E, e, pertanto, E, & un aperto di R%. Ma allora, per ogni € K esiste una
palla B, C R? tale che z € B, e B, C E,. Dal momento che K & compatto, esistono



2.2. OPERATORI DI HARDY-LITTLEWOOD SU SPAZI DI LEBESGUE 33

ne€N,n>0 z,..,2, € K ed una collezione di palle aperte & = {ij }?:1 tali
che r; € B, per ogni j = 1,...,n,

1

i (B (B.) /1 |f(t)]dt > «

i
perogni j=1,...,ne
K c|JB,, C Eq
j=1

per ogni 5 = 1,...,m. Per il Lemma 2.2.2 esistono m € N, m > 0 e {B;};nzl

sottofamiglia di Z di palle aperte a due a due disgiunte tale che

1
— t)|dt ‘(B!
- [, Vo> 24
per ogni j € {1,....,m} e
K c| 3B,
j=1
Segue che
LYUK) < £? (U 3B;.> <> 23B)) =3'>"24B)) < ~ Z/ | F(t)|dt
j=1 j=1 j=1 j=1"5;
34 34
= — t)|dt < — 1
= ISl P

j=1"3

dove l'ultima disuguaglianza e giustificata dal fatto che la misura |f|dz & o-additiva
e le palle in {B; };n:l sono a due a due disgiunte. Ma allora, si ha che

3d
gd(Ea) = sup 'Zd(K) < E”fHLl(Rd)-

Kcompatto, KCE4,

Segue che l'operatore M ¢ di tipo debole (1,1). Inoltre, per la Proposizione 2.2.1,
M ¢ limitato da L*°(R?) in L>=(R?). Per il Teorema 1.3.2 si ha che M ¢ di tipo forte
(p, p) per ogni p € (1,+0) e, data f € LP(R?),

4 p
[ M fl| Lo ray < 3”p 3 11| 2o ey

per ogni p € (1,4+00). Proviamo ora il risultato per 'operatore massimale di Hardy-
Littlewood centrato. Si noti che, data f € L} _(R?), per ogni o € R, @ > 0, per la
Proposizione 2.1.2, si ha che

{zeR | M f(z)>a} C{zeR| Mf(z)>a},
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pertanto
L ({zeR | Mf(z) >a}) <L ({z eRY | Mf(z) > a}).
Segue che
ili%)a.,zﬂd ({z eR| M f(z) > a}) < ili%oz.,iﬂd ({z eR*| Mf(z) > a})
< 39 £l g,

pertanto M ¢ di tipo debole (1,1). Inoltre, sappiamo che, per la Proposizione
2.2.1, M® ¢ limitato da L>°(R?) in L>=(R?) e la tesi segue dal Teorema 1.3.2 come
sopra. ]

Si noti che gli operatori massimali di Hardy-Littlewood centrato e non centra-
to definiti su L'(R?), in generale non assumono valori in L'(R?), come mostra il
seguente esempio.

Esempio 2.2.4. Sia R € R, R > 0. Consideriamo la funzione caratteristica
Ip 40,7 € L'(R?). Si osservi che, per ogni z € R?,

1
Mlg_,0.r(z) = sup —/ 1g_,0.r) (y)dy
ra O {BCR4|B palla, z€ B} gd(B) B w1

1 /
> 1p,,0,r) (y)dy
L4 Bga(0, R+ |z|)) Bga(0,R+|z)) BRd(OR)( )
Rd
=Cg——.
(|| + R)“

In particolare, M1p_,o,r ¢ L'(R?).

Prima di procedere con lo studio dei successivi risultati preliminari che saranno
fondamentali per lo sviluppo della tesi, € interessante notare come il Teorema 1.2.5
permetta di ottenere il Teorema di differenziazione di Lebesgue.

Corollario 2.2.4.1 (Teorema di differenziazione di Lebesgue). Sia f € L} (RY). Si

loc
ha che
1

}H& L4 Bga(z, 1)) /BRd(w) fly)dy = f(x)

per q.o. v € RY,
Dimostrazione. Per ogni r > 0, poniamo

1

Trf(x) = fd(BRd(x,T)) /B]Rd(m,r) f(y)dy

per q.o. & € R? e per ogni f € L} (R%). Si osservi che {T,}, _, ¢ una famiglia di
operatori lineari su L} (R?) e I'operatore massimale ad essa associato & esattamente
I'operatore massimale di Hardy-Littlewood centrato M. Proviamo innanzitutto
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che la tesi ¢ verificata per funzioni in C,(R?). Sia quindi f € C.(R?). Per ogni
z € R?, si ha che

/B () — F(2)dy

R (m,r)

1
s, s
1
< s . o Em D sl

Siccome f & continua in z, si ha che, per ogni € > 0, esiste 6. > 0 tale che, se y € R?
¢ tale che |y| < 0., allora |f(z —y) — f(z)|] < e. Segue che, per ogni € > 0, esiste
r. > 0 tale che, se r < r., allora

= 2B, 1)

1
L4 Bra(z,1)) /BRd(z,r) f)dy = (@)

da cui segue la tesi per funzioni continue a supporto compatto su R?. Proviamo
infine che la tesi vale per ogni f € L. _(R?). Ricordiamo che, per il Teorema 2.2.3,

si ha che M & un operatore di tipo debole (1,1). Pertanto, per il Teorema 1.2.5,
I'insieme

<e,

E = {f € L*(RY) | 111(1;1+ T.f(z) = f(x) per qo. x € ]Rd}

¢ chiuso in L'(R%). Ma allora, per quanto appena provato, si ha che
L'RY) =C.(RY) C E = E C L'Y(RY),

da cui segue che F = L'(R%). O

2.3 Operatori di Hardy-Littlewood su spazi di So-
bolev

Sia d € N, d > 0. Siamo interessati a studiare il caso in cui I'operatore massimale di
Hardy-Littlewood e calcolato su una funzione che appartiene ad uno spazio di Sobo-
lev. Nel corso di questa sezione studieremo innanzitutto il caso in cui la funzione di
partenza u appartiene allo spazio W1?(R?) per p € (1, +00). In seguito, tratteremo
una possibile parziale estensione dei risultati visti al caso p = 1 per 'operatore mas-
simale di Hardy-Littlewood non centrato, lavorando pero solamente in dimensione
d = 1. Per quanto riguarda questo capitolo, si fa principalmente riferimento agli
articoli [8] e [12].

2.3.1 1l caso p € (1,00| e d-dimensionale

Come anticipato nell’introduzione di questa sezione, studiamo innanzitutto il caso
in cui p € (1,00]. Le proprieta viste in questa sezione risultano essere valide in ogni
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dimensione d € N, d > 0. Prima di enunciare e dimostrare il risultato principale di
questa sezione, raccolto qui nel Corollario 2.3.2.1, & opportuno studiare il seguente
lemma, che prende il nome di Lemma di Mazur, per il quale si fa riferimento al testo
[3]. Ci serviremo poi di alcuni risultati base della teoria degli spazi di Sobolev che
riportiamo nell’Appendice A.

Lemma 2.3.1 (Lemma di Mazur). Sia X uno spazio di Banach e sia (z,)nen una
successione di elementi di X debolmente convergente ad un certo elemento xo € X.
Allora, per ognin € N esiste una combinazione convessa y, € X degli elementi della
successione (T, )nen tale che la successione (Yn)nen converga a xo in norma || || x.

Dimostrazione. Sia C' il guscio convesso degli elementi x,,, con n € N. Per ipotesi si
ha che x( appartiene alla chiusura debole di

J{za} cC

e, pertanto, appartiene anche alla chiusura debole di C'. Ma, essendo C' convesso, si
ha che la chiusura debole di C' coincide con la chiusura di C' nella topologia indotta
dalla || ||x, denotata con C. Pertanto, 1o € C. Ma allora, esiste una successione
(Yn )nen di elementi di C, che per definizione di C' ¢ una combinazione convessa degli
elementi della successione (z,),en, tale che y, — T in norma || || x. O

Andiamo ora ad enunciare e dimostrare il Teorema centrale di questa sezione, che
mostra una proprieta di limitatezza per I'operatore massimale di Hardy-Littlewood
da uno spazio di Sobolev in se.

Teorema 2.3.2. Siap € (1,+00). Se u € WP(R?), allora MCu € WHP(RY) e
‘@Mcu} < M%du

quasi ovunque su R, per ognii € N, 1 <i < d.

Dimostrazione. Sia r > 0. Consideriamo la funzione

_ 1,0
X = 2A(Baa(0,7))

Per ogni € R si ha che

1
ZL4(Bga(0, 1)) /Bmd(x,r) huly)ldy = fu » X {).

Si osservi che, dal momento che |u| € W'P(R?) e x, € L'(R?), per la Proposizione
A.3.1 si ha che |u| x x, € W'P(R?). Sia ora (r;) e, j>0 un’enumerazione dei numeri
razionali positivi. Dal momento che u ¢ localmente integrabile, e possibile restringere
I'insieme di numeri reali su cui si effettua ’estremo superiore nella definizione della
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funzione massimale, ad un estremo superiore su raggi che siano numeri razionali
positivi. E’ pertanto possibile scrivere

MCu(z) = sup ([ul* xr,)(z)
JEN, 7>0
per ogni x € R%. Per ogni k € N, k > 0, definiamo le funzioni vj,: R? — R tali che,
per ogni z € R?, si abbia

o) = _max_(Jul +x,)(@)

Si noti che la successione (vy)gen, k>0 ¢ crescente in W!P(R?) e converge puntual-
mente a M%u. Inoltre, utilizzando il Corollario A.3.3 ed il Corollario A.3.3.1, si
ottiene che

|Osvr| =

ol <))

JEN, 1<5<k

< max |9;(Jul * x,)|

1<j<k
- glf?k ‘er * (9Z|u\|
e A IO
= Imax m
1sj<k gd(&l@@ﬂ”)) Bga(0,r) yay
1
< max B:lu d
= {255% Z4(Bpa(0, 1) /BM(O’T)| |ul ()] dy
1
< ma alu d
= 15,5k Z9(Bra(0, 1)) /B]Rd(o,r)‘ (y)] dy
= Mc@u

quasi ovunque su R? e per ogni i € N, 1 < i < d. Ma allora si ha che

d d
17012, g 0y = / Vo) de < 3 10l < 3 [MOBiul] -
=1 i=1

Inoltre, per il Teorema 2.2.3, si ha che

vk llwe@ay = [JvrllLe@a) + vakHLP(Rd,Rd)
d
< HMCUHLP(W) + Z ”McaiuHLp(Rd)
=1

d
< 3;lp f 1 ||U||Lp(]Rd) + 3zpf 1 ZZI ”MC&UHLP(IM) < 400

per ogni k € N, & > 0. Si deduce che la successione (vi)ren, k>0 ¢ limitata nello
spazio WHP(R?) rispetto alla sua norma. Dal momento che lo spazio WP(R%) & uno
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spazio riflessivo, la topologia debole su tale spazio coincide con la topologia debole
x. Ma allora, per il Teorema di Banach-Alaoglu-Bourbaki, si ha che la palla chiusa

Bwl,p(Rd) (Owl,p(Rd) y 1)

¢ debolmente compatta in W1P(RY). Pertanto, esistono un’estratta (ku,)men, m>o
tale che k,, — +00 per m — +o0 e vg € WHP(R?) tali che vy, — vy per m — +o0.

Proviamo infine che, se la successione (vy,)gen, >0 converge puntualmente a M,
allora vg = M%u. Dal momento che Vg, — Vo, per il Lemma 2.3.1 esiste una
successione (Yp)nen, n>o0 tale che, per ogni h € N, h > 0,

sh
Yn = Z &5 Vk;

J=Th

sia una combinazione convessa degli elementi di (v, )men, m>0 Per certi rp,, s, € N,
rh,sp >0ea; € Rper j €N, 1, < j<s,,conheN,h>0, ey, — vyin norma
| llwreay, per h — 4-00. Dal momento che la successione (g, )men, m>0 converge
puntualmente a M%u, necessariamente si ha che vy = M“u.

D’altra parte, dal momento che y;, — vg = Mu in norma || |15 (ga), si ha che
Vy, — VM in norma || | zr(rd gay. Ma allora, esiste un’estratta (h;)ien, >0 tale
che hy = +o0 per | — 400 e la sottosuccessione (Vyp, )ien, 10 converga a VMCuy
quasi ovunque. Segue che, osservando che

shl

|0syn,| () = Z a0y, | < MC0u(x).

J=Tn,

per ogni 7 € N, 1 <7 < d e passando al limite nella disuguaglianza, si ottiene la
tesi. [

Corollario 2.3.2.1. Sia p € (1,00]. Allora si ha che l'operatore massimale di
Hardy-Littlewood centrato M© & un operatore limitato da WHP(R?) in W1P(R?).

Dimostrazione. Supponiamo innanzitutto che p € (1, +00). Mostriamo inizialmente
che
‘VMCu(x)| < MC|Vul(z)

per quasi ogni r € R%. Sia x € RY. Se |[VMCu(z)| = 0 allora la tesi & verificata
banalmente. Supponiamo pertanto che |VMC%u(x)| > 0. Dato n € R? tale che
In| =1, sia 0,u = (Vu,n) la derivata direzionale debole di v lungo la direzione n.
Poniamo n = %. A meno di ruotare gli assi coordinati in modo tale che n

coincida con una delle direzioni coordinate, si ottiene che, per il Teorema 2.3.2,

VM u(z)| = |0,M u(z)| < M90,u(z) < MY Vu|(x).
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Ma allora, si conclude che, per il Teorema 2.2.3,

1Ml oy = 1M 0] gy + (VM ]

1
S 3% p HuHLp(Rd) + (/ ‘VMCU(.%)‘pdx)
p—1 R4

Rd Rd)

w %
< 3r ||u||Lp(Rd) + (/ ‘MC|VU|(x)}p dl’)
p—1 R4

= 3”p 1 || Lo ey + ||M |V“|HLP(Rd)
d a
<8 L (Ilanges) + [Vl ogpaz) = 37— e

Abbiamo quindi mostrato che M¢ ¢ un operatore limitato dallo spazio di Sobolev
WLP(R?) in sé.

Supponiamo ora che p = co. Siau € WH®(R?). Per il Teorema A.2.2, & possibile
modificare u su un insieme di misura nulla per ottenere una funzione Lipschitziana.
Si noti che l'operatore massimale di Hardy-Littlewood centrato M¢ commuta con
le traslazioni. Siano infatti f € Li_(R?) e h € R Per ogni z € R? si ha che

loc

1
C —
T M" f(z) = ?ng L4 (Bga(z — h, 1)) /B]Rd(xh,r) | f(y)ldy
1
=S T (Baa(2.7) /BMW) I f(2)ld=
= Mc(Thf)(iE)-

Inoltre, date f,g € LL (R?), si ha che, per ogni z € R,

loc
J,

1
< sup /
r>0 £ (Bga(, 1)) Bga(z,r
< ME[f = gl().

1
‘MCf(:c) — Mcg(ilf)‘ = ilig 27 Bra(r.7))

F)ldy — / 9()ldy
d(xvr) B]Rd (3777")

R

)Ilf(y)l — gl dy

Segue che, dati € R e h € R?, si ha che
‘ThMCu@) - Mcu(x)‘ = }MC(Thu)(a:) - MCu(:E)‘ < M9|mu — u|(z) < Lip(u)|hl.

Pertanto, M%u ¢ una funzione Lipschitziana con costante di Lipschitz maggiorata
dalla costante di Lipschitz di u. Inoltre, dal momento che M%u € L*°(R?) per la
proposizione 2.2.1, si ottiene che, per il Teorema A.2.2, My € WH*(R?), il che
conclude la dimostrazione. O]
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2.3.2 1l caso p =1 in ambito unidimensionale

Vediamo ora una possibile parziale estensione delle proprieta studiate nella sezione
precedente al caso p = 1. Il risultato principale & qui dato dal Teorema 2.3.7 (Teore-
ma 1 in [12]). E necessario puntualizzare che tale estensione & possibile soltanto nel
caso unidimensionale per 'operatore massimale di Hardy-Littlewood non centrato,
mentre sembra che non sia noto un possibile sviluppo di questi risultati nel caso
p = 1 e d—dimensionale per d > 1. Tale situazione risulta infatti essere ben piu
problematica. Per quanto riguarda questa sezione, andiamo a studiare nel dettaglio
larticolo [12] di H. Tanaka.

Definiamo innanzitutto altri due tipi di operatori massimali che saranno fonda-
mentali per poter raggiungere il nostro obbiettivo.

Definizione 2.3.3. Si dice operatore massimale di Hardy-Littlewood non centrato
unilaterale destro I’'operatore

MT: Llloc(R) - LO(R)

definito in modo tale che per ogni v € L] _(R) si abbia che

loc

1 z+s
M,u(x) = sup —/ lu(y)|dy

s€ER, s>0 S

per ogni x € R. Si dice invece operatore massimale di Hardy-Littlewood non centrato
unilaterale sinistro I’operatore

Mi: Lho(R) = LO(R)
definito in modo tale che per ogni v € L. _(R) si abbia che

loc

1 xT
Mu(z) = suwp » / u(y)|dy

s€ER, s>0 S
per ogni = € R.

Si noti che, data u € L _(R), si deduce che

Mu(z) = max {Myu(x), Myu(x)}

per ogni x € R. Infatti, dati x € R e dati s,t € R, si ha che

1 x4+t 1 x+t 1 x
| wwldy = [ s+ [ jutwldy

t+58 Jos t+sJ, t+s Jo_s
t 1 [t s 1 [*
= - d - d
t+stl |mw|y+t+saéﬂm@ny

S
M. M
~t1s u@»+t+s ()

< max {Myu(zx), M,u(z)},
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dove T'ultima disuguaglianza segue dal fatto che nei passaggi precedenti abbiamo
costruito una combinazione convessa di Myu(z) e M,u(xz). Passando all’estremo
superiore su tutti gli intervalli aperti di R che contengono z, si ottiene che

Mu(x) < max {Myu(x), Myu(z)}

per ogni z € R. D’altra parte, dato € R, si ha che Mu(x) > Myu(z) ed inoltre
Mu(z) > M,u(z) per ogni z € R%. Segue che

Mu(x) > max { Myu(x), M,u(zx)}

per ogni x € R, da cui segue la tesi.

Questa uguaglianza ci permette di estendere direttamente le proprieta gia note
per 'operatore massimale di Hardy-Littlewood non centrato, che saranno soddi-
sfatte anche per gli operatori M, e M;. Studiamo di seguito alcune proprieta degli
operatori massimali di Hardy-Littlewood unilaterali destro e sinistro. In particolare,
analizzeremo 'operatore M, le cui proprieta si estendono direttamente a M,..

Si noti ora che, data u € WH(R), per il Teorema A.1.4, esiste un rappresentante
continuo che, con abuso di notazione, sara ancora indicato con u. Inoltre, si ha che
u € L'(R), da cui segue che u ¢ infinitesima all’infinito.

Vediamo di seguito una proprieta fondamentale dell’operatore massimale di Hardy-
Littlewood centrato che vale in qualsiasi dimensione d € N, d > 0

Proposizione 2.3.4. Sia u € C(RY) N LY (R?). Mu € C(RY) e Mu € C(R?).
Dimostrazione. Sia u € C(RY) N L*(RY). Proviamo che M“u e Mu sono continue.
Sia h € RY. Si noti che

1
£ (Bga(z,7)) /BM - [Tnu(y) —u(y)ldy < sup  |mu(y) — u(y)]

yEBRd (2?,7‘)

per ogni x € R? per r < 1 e ricordiamo che la funzione |r,u — u| ¢ continua sul
compatto Bga(z,r) e pertanto, per il Teorema di Heine-Cantor, ¢ uniformemente
continua su Bga(z,7). D’altra parte, se » > 1, si ha che, per la disuguaglianza di
Young,

1
iy < g
L (BRd (x, T)) /BRd(x,T) |Thu<y) U(y)| v= Bga(a,r)

< [l = ull 1 gay -

Lo (R9) 7 = UHU(M

Si deduce che
| MCu(z = =M u(z)| = |[M mu(z) — M u(z)|
< M |mu — ul (2)

yeBRd (z,r)

da cui segue direttamente la tesi. Utilizzando la Proposizione 2.1.2, si ottiene il

risultato cercato anche per 'operatore massimale di Hardy-Littlewood non centrato.
O
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Con un ragionamento del tutto analogo al precedente, si ottiene che, scelta u
come sopra, si ha che |u|, Mju € C(R). Si ottiene pertanto che l'insieme

E={r e R| Mu(x) > |u(z)|}

e aperto in R. Pertanto, e possibile scrivere E come unione numerabile disgiunta
di intervalli aperti I; per j € N, con I; = (a;,b;), dove a;,b; € R, a; < b; per ogni
7 € N. In particolare, si ha che

E = U Ij = U(aj,bj).

jeN jeN

Lemma 2.3.5. Sia u € WHY(R). Si ha che
1. Miu ¢ una funzione non crescente su ogni intervallo I; per ogni j € N;
2. My e una funzione localmente Lipschitziana su ogni I; per ogni j € N.

Dimostrazione. Proviamo innanzitutto 1.. Sia j € N e sia K = [a,b] C I;, con
a,b € R, a < b. E sufficiente provare che M;u ¢ non crescente su K. Per la
continuita di |u| e Mju, si ha che

e = nf (Mu(z) — |u(z)]) >0

Dal momento che |u| & continua su K compatto, per il Teorema di Heine-Cantor si
ha che |u| ¢ uniformemente continua su K. Pertanto, esiste > 0, tale che

€
[u(@)] = lu(z)] < July) —u(z)] < 3,
per ogni x,y € K tali che |z — y| < §. Equivalentemente, si ottiene che
€
uy)l < fu(z)| + 5 (2.1)

per ogni z,y € K tali che |z — y| < J. Per (2.1) e per definizione di ¢ si ottiene che

<Mwm=am1/iw@ww (2.2)

s>8 S

per ogni z € K. Infatti, se s <4, si ha che, per ogni z € K,

él:wwww<§£:0ww+§yw
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Pertanto, si ottiene che

1 [ €
sup - [ July)ldy < Myu(z) - 5,

s<6 S

da cui segue che 'estremo superiore si realizza necessariamente per s > ¢, da cui
segue 'uguaglianza (2.2). Mostriamo ora che

Mlu(x — h) Z MZU(J})

per ogni z € K e h € (0,0], tale che x — h € K. Sia s > §. Si ha che, per (2.1),

1 [ s—h 1 o=h hl [*
- dy = - dy + == d
S/“ [u@)ldy = ———— - |u(y)|dy + Sh/ﬂlﬂ(yﬂ y
s—h h €

< _ — he

Myu(z — h) + . <]u(x)] + 2)

< max {Mlu(x —h), Ju(z)| + g} )

dove l'ultima disuguaglianza segue dal fatto che nel passaggio precedente abbia-
mo costruito una combinazione convessa di Myu(z — h) e |u(z)| 4 5. Inoltre, per
definizione di ¢, si ottiene che

Mu(z) > |u(z)| +e.

Combinando le due considerazioni precedenti, otteniamo la tesi.
Proviamo ora 2.. Siano K e ¢ come nel caso precedente. Sia h > 0 tale che
x,x+ h € K. Sia poi s > 9. Per 1. si ha che

1/m|<>|d—M<+h><1/%|<>|d— ! /M|<>|d
S x_suy Y ulxr =5/ u\y)ay s+ h u\y)ay

1 [* 1 z
< Z -
<3/ W= [
h x
S d
el COIY
< Mlu(x)h
< Meta), ey,

Passando all’estremo superiore per s > ¢, si ottiene che
0 < Myu(z) — Mu(x + h) < Ch,

da cui segue direttamente la tesi. O]

Vediamo ora una proprieta che risultera essere fondamentale nella dimostrazione
del risultato principale di questa sezione.
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Proposizione 2.3.6. Sia v € WH(R). Allora le derivate distribuzionali di M,u e
Myu sono funzioni integrabili ed inoltre si ha che

(M) || gy < llllorey

||(MTU)/||L1(]R) < Wl

Dimostrazione. Proviamo la tesi per I'operatore massimale di Hardy-Littlewood uni-
laterale sinistro M;. La dimostrazione per M, € analoga. Per la Proposizione A.3.3,
se u € WH(R), allora |u] € WHH(R) e

el gy = Ml
se u € a valori reali,
el gy < Nlull 2wy
se u ¢ a valori complessi. Ricordiamo 'insieme aperto E e la scomposizione

E=J1L=U(a;b).

JEN JEN

Sia ora ' =R\ E. Per il Lemma 2.3.5 si ha che Mu ¢ differenziabile q.0. su I; per
ogni j € N e la sua derivata debole v e tale che v < 0 q.o. Proviamo che la derivata
debole di M;u & data da

(M) = 1gv+ 1p|f]. (2.3)

Per ogni j € N si ha che, per ogni ¢ € C*(R),

| M) s = (lulb)lelt) = ataplota) — [ vty

i i

per la continuita di M;u. Imponiamo che nel caso in cui a; = —oo oppure b; = +o0,
si abbia che u(a;) = 0 oppure u(b;) = 0 rispettivamente e similmente per Mu(a;) e
Myu(b;). Sinoti che

/ Mu(y)e'(y)dy = EUFMzu(y)sO’(y)dy
= 7 (ulbletby) - 15 (alela) - / v(y)e(y)dy

+ [ iy
:/EIU(y)Iso’(y)dy+/E(IUI)’(y)SO(y)dy—/Ev(y)so(y)dy

n / u(y)|¢ (v)dy
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da cui segue immediatamente (2.3). Inoltre, dal momento che v < 0 q.o. su I; per
ogni j € N, si ha che per ogni j € N

[ 10)ldy = Minas) ~ My

= [u(a;)| = Ju(by)|

= [ (Y @)y
< [ byl dy

(M) | / fo(a)|dz + / ([l ()] de

< [[(ful)’ ||L1(R)
< '] 1wy

da cui segue che

]

Dopo aver introdotto gli strumenti necessari, enunciamo e dimostriamo di seguito
il risultato principale di questa sezione.

Teorema 2.3.7. Sia u € WH(R). Allora si ha che (Mu)" € L'(R) ed inoltre
(M)l gy < 210/l 1 gy

Dimostrazione. Sappiamo che, per la Proposizione 2.3.6, si ha che (Mu)’ € L*(R),
(M,u)" € L*(R). Inoltre si ha che

H(Mlu)lHLl(R) < HUIHLl(R)

(M) Nl 1y < 1911y -

Dal momento che
Mu(z) = max { Myu(x), Myu(x)}

per ogni = € R, si ha che (Mu)' € L'(R) ed inoltre, per il Corollario A.3.3.1,

(M)l gy < 211 11 gy

Ricordiamo che il Teorema 2.3.7 fornisce la stima

M u) | r gy < 2014l o1 gy
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per la derivata debole della funzione massimale di Hardy-Littlewood non centrata
costruita a partire da u € WH(R). E pertanto naturale chiedersi se la costante
2 possa essere migliorata per ottenere una stima migliore. A tali proposito, citia-
mo l'articolo [1] di J.M.Aldaz e J.Pérez-Lazaro, pubblicato nel 2007, nel quale si
dimostra che, nel caso preso in esame, vale in realta una disuguaglianza contrattiva.

Si noti infine che il risultato presentato in questa sezione riguarda esclusivamente
I'operatore massimale di Hardy-Littlewood non centrato e la dimostrazione qui presa
in esame non ¢ adattabile al caso dell’operatore massimale di Hardy-Littlewood
centrato.



Capitolo 3

Operatore massimale del calore

Dopo aver studiato le proprieta dell’operatore massimale di Hardy-Littlewood cen-
trato, notiamo che e possibile esprimere tale operatore come applicazione che associa
ad una funzione, almeno misurabile su R, I'estremo superiore dei prodotti di con-
voluzione con le funzioni appartenenti ad una specifica identita approssimata. A
questo punto ¢ naturale chiedersi se sia lecito generalizzare il concetto di operato-
re massimale, associandolo ad altri tipi di identita approssimate e se sia possibile
ottenere delle buone proprieta scegliendo nuclei di convoluzione specifici.

Cercando una risposta a queste domande, andiamo ad introdurre in questo capi-
tolo 'operatore massimale del calore, ossia I’'operatore massimale associato al nucleo
del calore. In accordo con la struttura adottata nel capitolo precedente, andremo
innanzitutto a trattare le definizioni fondamentali e le prime proprieta, mettendo
particolarmente in risalto il rapporto tra tale operatore e I'operatore massimale di
Hardy-Littlewood centrato. In seguito, andremo ad indagare sulle proprieta dell’o-
peratore massimale del calore su spazi LP, per le quali si ritrovera un risultato del
tutto analogo a quello visto per Hardy-Littlewood nel capitolo precedente. A tale
scopo ci serviremo fortemente della relazione tra operatore massimale del calore e
operatore massimale di Hardy-Littlewood centrato. Infine, si andranno a studia-
re le proprieta dell’operatore massimale del calore su spazi di Sobolev W1P(R?)
per p € (1, 0], prendendo come riferimento 'articolo [4], pubblicato nel 2013. In
tal caso, ritroveremo un risultato di limitatezza di tale operatore dallo spazio di
Sobolev in sé, che sara corredato pero da un’ulteriore proprieta che rappresenta
un elemento di novita rispetto a quanto visto nel caso dell’operatore massimale di
Hardy-Littlewood.

3.1 Operatori massimali di tipo convolutivo

Come anticipato nell’introduzione di questo capitolo, lo scopo € ora quello di ge-
neralizzare la costruzione dell’operatore massimale di Hardy-Littlewood per poter
studiare operatori massimali associati ad una qualsiasi identita approssimata. Sia

47
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d €N, d>0esiape L'(R?) una funzione non negativa tale che

/Rdgp(x)dx ~ 1.

Consideriamo l'identita approssimata associata alla funzione ¢, data da {y;}i~o0,
dove, per ogni t > 0, definiamo

1 T
o) = 5 (7)
per quasi ogni € R?. Consideriamo poi 'operatore massimale
M‘P: Llloc(Rd> — LO(Rd)

associato a tale identita approssimata, tale che, per ogni u € Li (R?), si abbia

M = sup([u] * @),
t>0

E immediato osservare che I'operatore massimale di Hardy-Littlewood centrato si
puo ottenere come estremo superiore di prodotti di convoluzione a partire dalla
famiglia di funzioni {¢;}i~0, dove ¢y () = ¢ (%) per ogni z € R?, con

0
7T 20 (Bra(0,1))

Come specificato nella prossima sezione, un altro esempio di operatore massimale
di tipo convolutivo si costruisce considerando il nucleo del calore, ottenendo cosi
I'operatore massimale del calore.

E interessante osservare che & possibile maggiorare gli operatori massimali di
tipo convolutivo associati a certi tipi di identita approssimate, con un multiplo del-
I'operatore massimale di Hardy-Littlewood centrato. L’importanza di questo fatto
consiste nel poter esercitare un controllo su tali operatori mediante un oggetto che
conosciamo relativamente bene e di cui abbiamo gia studiato interessanti proprieta.
Cio permettera di dedurre interessanti risultati di limitatezza e limitatezza debole,
in particolare, per l'operatore massimale del calore. Richiamiamo innanzitutto la
definizione di funzione radiale.

Definizione 3.1.1. Una funzione f: RY — C si dice radiale se f(x) = f(lz|) per
ogni € R4, con f: [0, +00) — C.

Vengono riportati di seguito enunciato e dimostrazione del risultato principale
di questa sezione.

Teorema 3.1.2. Sia ¢ € L'(R?) una funzione radiale e sia ¢: [0,+00) — R una
funzione continua su [0,400) ad eccezione di un numero finito di punti e tale che
() = @(|z|) per g.o. x € R Supponiamo che () > ¢(y) per q.o. x,y € R? tali
che |z| < |y|, in particolare possiamo supporre che @ sia non crescente. Allora si ha
che

Myu() < Il ey MEu(2) (3.1)

per ogni x € R, per ogni u € L} (R?).

loc
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Dimostrazione. Supponiamo innanzitutto che ¢ sia una funzione continua a sup-
porto compatto radiale e tale che p(x) > p(y) per q.o. z,y € R? tali che |z| < |y|.
Si noti che e sufficiente provare la disuguaglianza (3.1) per x = 0. Infatti, una
volta noto il risultato in questo caso, e sufficiente considerare traslazioni di u per
dimostrare la disuguaglianza nel caso generale. Sia ora R > 0 e supponiamo che
supp(p) C Bga(0, R). Sia poi u € L{_(RY). Passando in coordinate polari, si ha
che, per ogni t > 0,

+o0
(ul )0 = [ ey = [ [ jutrollate) dotwar

dove do denota la misura superficiale su S?~!. Definiamo poi le funzioni

P = [ Jutra)lds(u
per ogni r € [0,400) e )
G(r) :/0 F(s)s'ds,

per ogni r € [0,400). Per ogni t > 0, integrando per parti e ricordando che
supp(¢¢) C Bgra(0,tR), si ottiene

(ul+0)(0) = [ u(w)l(=s)dy
tR
:/ F(r)rd_lcpt(rel)dr
° tR
— G(tR)pu(tRer) — G(0)pi(0) / G(r)dpi(ren)

- / G (—pilrer)),

osservando che G(0) = 0 e ¢;(tRe;) = 0, dove due degli integrali sono integrali di
Lebesgue-Stiltjes. Osservando che

6= [ Pestas= [ L

LBl [
= F ) oo O
< L4 (Bga(0,7)) M u(0).

Segue che
+0o0o

(Jul * 90)(0) = / G(r)d (—pu(ren)

< Mu(0) ; L (Bra(0,1)) rd (= pi(res))

_ \C T -1
M u(O)/O AL (Bra(0,1)) r“ “pr(rey)dr

= MCU(O>||S0||L1(Rd)~
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Passando all’estremo superiore su ¢ > 0, si deduce la tesi per ¢. Proviamo ora il
risultato nel caso generale. Sia ¢ come nell’enunciato del Teorema e sia (@y,)nen
una successione di funzioni radiali, a supporto compatto, continue e tali che (¢, )nen
converge crescendo a . Cio & possibile dal momento che ¢ ¢ continua su [0, +00)
ad eccezione di un numero finito di punti. Dal momento che la tesi vale per ,, per
ogni n € N, passando al limite si ottiene il risultato anche per . O]

Si noti che il Teorema 3.1.2 puo essere generalizzato nel seguente modo.

Corollario 3.1.2.1. Supponiamo che ¢ € L*(R?) sia tale che

()] < P(x) = P(|])

dove z/;: [0,400) — R ¢é una funzione integrabile su [0,+00), non crescente, non
negativa e continua su [0, +00) ad eccezione di un numero finito di punti. Allora si

ha che
Mou(z) < 9] 2 ey M u(z)

per ogni x € R, per ogni u € L}, (RY).

Dimostrazione. Sinoti che, per ogni t > 0, applicando il Teorema 3.1.2 alla funzione

1, si ha che
(lul * o)z /|u or( — y)dy

< / ()| lee(z — v)ldy
/]u N (x — y)dy

= (Jul *4) ()
< 19l o @y M u(z).

Passando all’estremo superiore su ¢ > 0, si ottiene la tesi. O

3.2 Operatore massimale del calore su spazi di
Lebesgue

Lo sviluppo della tesi nelle prossime sezioni sara relativo allo studio delle proprieta
dell’operatore massimale del calore, riprendendo lo schema utilizzato nella discus-
sione delle proprieta dell’operatore massimale di Hardy-Littlewood. In particolare,
il nostro scopo ¢ quello di indagare in primo luogo sulla possibilita di estendere i
risultati di limitatezza forte e debole su spazi di Lebesgue, gia visti per 'operato-
re massimale di Hardy-Littlewood, al caso dell’operatore massimale del calore. Il
risultato principale di questa sezione ¢ dato dal Teorema 3.2.2.

Per prima cosa, introduciamo la definizione di operatore massimale del calore.
Prendiamo in considerazione una specifica identita approssimata, ossia il nucleo del
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calore { K} }~0, dove, per ogni t > 0, si ha

1 L
Kt(x) = —e A
(4rt)2

per ogni * € R% Data u € LL_(R?), consideriamo i prodotti di convoluzione
f = ux K, per ogni t > 0. Sappiamo che f € C*(R? x (0, +00)) e risolve I'’equazione
del calore

of —Af=0
in R% x (0, +00), con la condizione che lim,_o+ f(z,t) = u(x) per quasi ogni x € R%.
Definiamo infine 1’operatore massimale del calore

Mhi Ll

loc

(RY) — L(R)

definito in modo tale che per ogni u € L (R?) si abbia

loc

Myu(z) = sup(|u| * K;)(z),

t>0

per ogni x € R%.

Notiamo innanzitutto che la definzione di M), ¢ ben posta. Si noti infatti che,
siccome K; € C(R?), si ha che f = u x K; ¢ continua per ogni ¢ > 0, per ogni
u € L (RY). Proviamo che, data una famiglia {f;}c; di funzioni continue, con I
insieme di indici di cardinalitd qualsiasi e f;: @ — R per un certo € € R? dominio
qualsiasi, la funzione f = sup,c; f; ¢ una funzione inferiormente semicontinua. Sia
¢ € R. Proviamo che l'insieme f~'((c,+00)) ¢ aperto in Q. Sia z € f~((c, +0)),
ossia tale che f(z) > c¢. Allora esiste ¢ € I tale che f;(x) > ¢. Dal momento che
fi € continua, si deduce in particolare che f; e inferiormente semicontinua, pertanto
esiste U C 2 intorno aperto di x tale che f;(y) > ¢ per ogni y € U. Ma allora si ha
che

fy) > fily) > ¢

per ogni y € U. Segue che f e inferiormente semicontinua. Ma allora, per ogni
u € Ll (R?) si ha che Mju ¢ inferiormente semicontinua, quindi misurabile.

Siamo ora intenzionati ad andare a indagare sulle possibili buone proprieta del-
I'operatore massimale del calore tra spazi di Lebesgue. La strategia adottata in
questa tesi consiste nell’andare a maggiorare 1'operatore massimale del calore con
un multiplo dell’operatore massimale di Hardy-Littlewood centrato, derivando poi

le interessanti proprieta che ne conseguono. In particolare, vale il seguente Teorema.
Teorema 3.2.1. Si ha che
Myu(z) < cgMCu(z)

per ogni x € R, per ogni u € L}, (RY).

loc

Dimostrazione. Sia u € L (R?). Ricordiamo che

Mpu = sup (|u] * K3)

t>0
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e che il nucleo del calore ¢ un’identita approssimata data dalla famiglia delle gaus-

siane dilatate G s, con t > 0, dove G(x) = " 1)46 £ , per ogni € R?%. Si noti
)2
SC2
che G € LY(R?), G(z) = g(|z|) per ogni z € R? dove g(z) = —Lze~ 1 per ogni

ey

(4)
x € [0,+00) ¢ una funzione integrabile, non crescente, non negativa e continua su

[0,4+00). Per il Corollario 3.1.2.1 si ha che
Myu(z) < gl @eyM “u(z).
da cui segue la tesi. O]

Il Teorema 3.2.1 permette di estendere il risultato gia noto sulle proprieta degli
operatori massimali di Hardy-Littlewood centrato e non centrato su spazi di Lebe-
sgue, anche al caso dell’operatore massimale del calore. Come specificato in pre-
cedenza, tale risultato sara una conseguenza del controllo dell’operatore massimale
del calore esercitato da un multiplo dell’operatore massimale di Hardy-Littlewood
centrato.

Teorema 3.2.2. L’operatore massimale del calore ¢ di tipo debole (1,1) e di tipo
forte (p,p) per ogni p € (1,00].

Dimostrazione. Proviamo inizialmente che 'operatore massimale del calore € un ope-
ratore di tipo debole (1, 1), ossia & limitato come operatore da L!'(R?) in L1°°(R%).
Sia u € L*(R?). Si ha che, sfruttando il Teorema 2.2.3, per ogni A > 0,

AL ({z € X || Mypu(z)] > A}) < A2 ({z € X | cq [M u(x | > A})

:)\gd<{x€X | |MCu(z) })
e (freraraa )

< Ca HMC“HLLoo(Rd)
S cd3d||u||L1(Rd).
Passando all’estremo superiore per A > 0, si ottiene che
”MhuHLl’w(Rd) < CdeHUHLl(Rd),

da cui segue la tesi.
Proviamo ora che M, & un operatore limitato da L°°(R?) in se¢. Sia u € L®(R?).
Si ha che, per il Teorema 3.2.1 e per la Proposizione 2.2.1,

|Mpu(x)| < cq |MC z)| < eq HMcuHLw < cal|u| oo (ray
per q.o. x € R%. Passando all’estremo superiore essenziale si ottiene che
[ Mpul| oo ray < callul| Lo may,

da cui segue la tesi. Infine, per il Teorema 1.3.2, si deduce che M) € un operatore
di tipo forte (p, p) per ogni p € (1,+00), il che permette di concludere. O
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3.3 Operatore massimale del calore su spazi di
Sobolev

In questa sezione andiamo a studiare le proprieta dell’operatore massimale del calore
su spazi di Sobolev. In particolare, e possibile dimostrare che la funzione massimale
del calore costruita a partire da un dato iniziale u € WH?(R?) per ogni p € (1, 400,
e ancora un elemento dello spazio di Sobolev e che, in tal caso, M}, & un operatore
limitato tra gli spazi di Sobolev. Inoltre, ¢ possibile dimostrare 1’esistenza di stime
contrattive in norma LP(R?) per d = 1 e per ogni p € (1, 00| oppure, in dimensione
maggiore, solo per p = 2 e p = oo, che legano il gradiente debole della funzione
massimale del calore e il gradiente debole del dato iniziale. Tali stime contrattive
rappresentano un elemento di novita rispetto a quanto studiato nel capitolo prece-
dente, dal momento che non e noto se siano valide anche per I’operatore massimale di
Hardy-Littlewood. Nella tesi si vedra una dimostrazione di tali risultati che sfrutta
fortemente le proprieta dell’operatore massimale del calore e che, pertanto, non ha
speranza di essere adattata al caso dell’operatore massimale di Hardy-Littlewood.
E inoltre interessante notare come i risultati precedenti valgano solo in dimensione
d = 1 per ogni p € (1,400] e in dimensione maggiore solo per p = 2 e p = o0,
mentre non € noto se sia possibile considerarne un estensione anche nel caso in cui
si considerino dimensioni maggiori di 1 e p € (1,2) U (2,4+00). Infine, andremo ad
accennare a possibili risultati pit deboli per p = 1, ma va detto che lo studio di tale
caso risulta essere piu complicato, principalmente per la mancanza di una proprieta
importante come la limitatezza forte tra spazi LP(R?) per p € (1, 00].

Mostriamo innanzitutto che 'operatore massimale del calore ¢ un operatore li-
mitato dallo spazio di Sobolev W1P(R9) in sé per ogni p € (1,00]. Si noti che tale
risultato si dimostra facilmente adattando al caso di M}, ’argomento in [8].

Teorema 3.3.1. Sia p € (1,+00). Se u € WHP(R?), allora Myu € WP(R?) e
quasi ovunque su R, per ognii € N, 1 <i < d.

Dimostrazione. Si osservi che, dal momento che |u] € WIP(R?) e K, € L'(R?)
per ogni t > 0, per la Proposizione A.3.1 si ha che |u| x K, € WIP(R?). Sia
ora (t;)jen, j>0 un’enumerazione dei numeri razionali positivi. Dal momento che
u ¢ localmente integrabile, ¢ possibile restringere I'insieme di numeri reali su cui si
effettua ’estremo superiore nella definizione della funzione massimale, ad un estremo
superiore su raggi che siano numeri razionali positivi. E’ pertanto possibile scrivere

Myu(z) = sup (|u| * Ky, )(x)

JEN, 7>0

per q.o. * € R% Per ogni k € N, k > 0, definiamo le funzioni v,: RY — R tali che,
per ogni € R?, si abbia

w(e) = _max_(lul « Ky,)(@)
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Si noti che la successione (vy,)gen, k>0 © crescente in W1P(R?) e converge puntual-
mente a M%u. Inoltre, utilizzando il Corollario A.3.3 ed il Corollario A.3.3.1, si

ottiene che

|Ojux| = @( max  (|u] *Ktj))‘

JEN, 1<j<k

< . )
< gj}g}gﬁ’&ﬂul *Ktj)}

= max | Ky, * 0;|ul|

1<j<k
[ andoa

= max e i Olu
195k | (4nt;)% Jra v

1 / _lz—y?
< max e T |0iul(y)|dy
1<<k (47t;)2 Jra

1 _lz—yl?
< max e Y |Ou d
< o [ vty

= MC@UJ

Nl

quasi ovunque su R? e per ogni i € N, 1 <4 < d. Ma allora si ha che

d d
Vil Lo (ra gay < Z 100k Lo (ray < Z [ MpB;ul| L gy -

i=1 i=1
Inoltre, per il Teorema 2.2.3, si ha che

Hvk”leP(Rd) = HUkHLP(Rd) + ||Vvk||Lp(Rd,Rd)

d
< Myull o zay + D N M| oz
=1
d
< cpllullp@a +¢p Y [|MEOsul| y ga < 00

i=1

per una certa costante ¢, € R, ¢, > 0, per ogni £ € N, k& > 0. Si deduce che
la successione (vy)xken, k>0 © limitata nello spazio W'P(R?) rispetto alla sua norma.
Dal momento che lo spazio W'P(R?) & uno spazio riflessivo, la topologia debole
su tale spazio coincide con la topologia debole x. Ma allora, per il Teorema di
Banach-Alaoglu-Bourbaki, si ha che la palla chiusa

BWl,p(Rd) (Owl,p(Rd) ; ].)

¢ debolmente compatta in W1P(R?). Pertanto, esistono un’estratta (ku,)men, m>o

tale che k,, — 400 per m — +oo e vy € WHP(R?) tali che v, — vy per m — +00.

Proviamo infine che, se la successione (vg)ken, k>0 converge puntualmente a Myu,

allora v9 = Mpu. Dal momento che vy, — wvp, per il Lemma 2.3.1 esiste una
Sh

successione (Yn)nen, n>0 tale che, per ogni h € N, h > 0, y, = ey, Uk, Sla una
combinazione convessa degli elementi di (v, )men, m>0 per certiry, s, € N, rp, s, >0
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eaj €Rper jeN, r, <j<sy,conheN, h>0, ey, — v innorma || |y1rra),
per h — +oo. Dal momento che la successione (v, )men, m>o0 converge puntualmente
a Mpyu, necessariamente si ha che vy = Mpu.

D’altra parte, dal momento che y, — vg = Mju in norma || ||y1.pra), si ha che
Vyn — VMuu in norma || ||zpgdrey. Ma allora, esiste un’estratta (hy)ien, >0 tale
che hy — 400 per I — +oo e la sottosuccessione (Vyp, )ien, 10 converga a VMyu
quasi ovunque. Segue che, osservando che

Shl

10;yn, | ( Z a0, | < MpOsu(z).

J="Tn,

per ogni 7 € N, 1 < ¢ < d e passando al limite nella disuguaglianza, si ottiene la
tesi. [

Corollario 3.3.1.1. Sia p € (1,00|. Allora si ha che loperatore massimale del
calore ¢ un operatore limitato da W'P(R?) in WLP(RY).

Dimostrazione. Proviamo la tesi nel caso in cui p € (1,4+00). Mostriamo inizial-
mente che

[V Myu(z)| < Mp|Vu|(z)
per quasi ogni z € R% Sia x € R Se |VMju(x)| = 0 allora la tesi ¢ verificata
banalmente. Supponiamo pertanto che |VM,u(z)] > 0. Dato n € R? tale che
In| = 1, sia 0,u = (Vu,n) la derivata direzionale debole di u lungo la direzione n.
Poniamo

_ VMpu(r)
|V Myu(z)|
A meno di ruotare gli assi coordinati in modo tale che n coincida con una delle
direzioni coordinate, si ottiene che, per il Teorema 3.3.1,

|V Muu(z)| = |0, Mpu(z)| < Mpo,u(x) < My|Vul|(x).
Ma allora, si conclude che, per il Teorema 3.2.2,

[Muullyingay = | Muull pogay + IV Muull 1o ga gay

< CUilgeo + ( [ 19Mata) )
R4

< CD ol + [ IVl ds )
— C(d, )l ogasy + IV Tl o
sm¢>mwmw+wvwmwwo

= C(CLP) ||u||W17P(]Rd)-

Abbiamo quindi mostrato che M) & un operatore limitato dallo spazio di Sobolev
WhP(R?) in sé, nel caso in cui p € (1, +00).
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Supponiamo ora che p = co. Si ha che Sia u € WH*(R?). Per il Teorema A.2.2,
e possibile modificare u su un insieme di misura nulla per ottenere una funzione
Lipschitziana. Si noti che l'operatore massimale del calore M, commuta con le
traslazioni. Siano infatti u € L{ _(R?) e y € R%. Per ogni x € R? si ha che

loc

rMyu(e) = sup, (Jul « K7) (2) = sup (fryul + K60) (2) = Ma(ry) @)

t>0

Inoltre, date u,v € Li (RY), si ha che, per ogni x € R%,
|Mpu(z) — Myv(z)| < Mp|u — v|(z).
Segue che, dati z € R? e h € R?, si ha che
|7y Mpu(x) — Myu(x)| = | My (ryu)(x) — Mpu(x)| < My|myu — u|(x) < Lip(u)|hl.

Pertanto, Mjyu e una funzione Lipschitziana con costante di Lipschitz maggiorata
dalla costante di Lipschitz di u. Inoltre, dal momento che Myu € L°°(R?) per la
proposizione 2.2.1, si ottiene che, per il Teorema A.2.2, Myu € W1°°(R), il che
conclude la dimostrazione. O

3.3.1 Risultati preliminari

Introduciamo innanzitutto alcuni Lemmi preliminari che, oltre ad essere interessanti
di per sé in quanto forniscono ulteriori proprieta dell’operatore massimale del calore,
risultano essere fondamentali del prosieguo della sezione. Consideriamo un dato
iniziale u € W1P(R?). Assumiamo senza perdita di generalita che u sia non negativo.
E’ possibile scegliere u in questo modo grazie al Corollario A.3.3.

Lemma 3.3.2. Siap € [1,+00). Si ha che
1. seu € C(R%) N LP(R?), allora Myu € C(R?);

2. se u e limitata e Lipshitziana, allora Myu € limitata e Lipschitziana. Inoltre,
Lip(Myu) < Lip(u).

Dimostrazione. Sia y € R? e sia ¢ > 0. Si noti innanzitutto che, per definizione del
nucleo del calore, esiste t. > 0 tale che, per ogni t > t., per la disuguaglianza di
Jensen prima e per la disuguaglianza di Young poi, si ha

(Jyu —ul * ;) () < (Jryu — uf” % (Ky(x)))?

< (7w = 0l gy I )
B lmyu — u”Lp(Rd)
(4t)2
< QHUHLP((EW)
(4rt)2

=
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D’altra parte, dati # € R? e 0 < ¢ < t., esiste § > 0, tale che, se |y| < 4, allora,
usando la disuguaglianza di Holder,

(Iyu = uf x Ky) ()

= / ITyu —u| (z — 2)K¢(2)dz + / |Tyu — u| (v — 2) K (2)dz
{zerd||z|<vi } {zerd||2[> v }
< sw Jru—ul () + e =l || s K| <
b (o) @) || L certlzvi } K| L

dove p’ denota I’esponente coniugato di p, osservando che la norma

H Uzerd|jz1> vy K HLp’ (R4)

¢ limitata per ¢ < t.. Per la sublinearita dell’operatore massimale, se |y| < d, si ha
che
|7y Mpu(z) — Muu(x)| < My(ryu —u)(z) < e,

da cui segue la tesi in 1.. Proviamo ora 2.. A tal proposito, supponiamo ora che u
sia limitata e Lipschitziana. In particolare, esiste M > 0, tale che |u(z)| < M per
ogni z € RY. Ma allora, si ha che, per ogni t > 0,

|(ux Ky) ()] =

[ e = nsian) < a1 [ sitan =,

Rd

per ogni x € RY, da cui segue la limitatezza di Mj,u, passando all’estremo superiore
per ¢ > 0. Inoltre, siccome u ¢ Lipschitiziana, per ogni z,y € R? tali che x # y, si
ha che

u(z) — u(y)| < Lip(u)|z —yl.
Ma allora, per ogni ¢t > 0, si ha che

[(ux Ky) () = (ux Ky) (y)] =

/Rd w(x — 2) K, (2)dz — / wly — Ko=)z

R4

< g lu(z — 2) —u(y — 2)|K(2)dz
< Lip(u)|z — yl.

Passando all’estremo superiore per t > 0, si ottiene che Mj,u ¢ Lipschitziana con la
stessa costante di Lipschitz di u. O

Lemma 3.3.3. Siano p € [1,+00) e supponiamo che u € C(R?)NLP(RY) oppure che
w sia limitata e Lipschitziana. Allora Muu € una funzione subarmonica nell aperto

A={z eR?| Myu(z) > u(z)}.

Dimostrazione. Sinoti che, per le ipotesi sulla funzione u, per il Lemma 3.3.2, si ha
che Myu & continua e pertanto, A & effettivamente un insieme aperto di R%. Siano
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g € Aer € R, r > 0 tali che Bga(xg,r) € A. Consideriamo poi la funzione
h: Bgra(zo,7) — R, che sia soluzione del problema di Dirichlet

{ Ah =0 in Ba(o,7) (3.2)

h = Myu in 0Bga(xo, 1)

Dal momento che Mju & continua, per il Corollario B.1.2.1 il problema (3.2) ammette
un’unica soluzione h € C*(Bga(zg,7)) NC (BRd(xo, 7’))

Sia ora T" > 0 e sia = Bga(zg,7) X (0,7"). Si noti che la funzione v: Q@ — R,
definita da
per ogni (z,t) € Q, dove f(x,t) = (u= K)(x) per ogni (z,t) € Q, ¢ una funzione
tale che v € C?(Q) NC (Q) e v risolve 'equazione del calore in €. Per il Teorema
B.2.2 il massimo della funzione v in Q & raggiunto sulla frontiera parabolica di Q
e, pertanto, su 0Bga(zo,7) X [0,T] oppure su Bga(zg, ) x {0}. Si noti innanzitutto
che, per definizione dell’insieme A, dal momento che

Bra(zg,7) C A,
si ha che
max v = max (f — Myu) <0,
9B (w0,m) % [0,T] 9By (w0,m) % [0,1]

Sia ora yo € Bra(zo,r) tale che

max__ v(z,0) = v(yo, 0).

€ By (wo,7)

Proviamo che v(yp,0) < 0. Se per assurdo si avesse v(yp,0) > 0, per il Teorema
B.2.2 si avrebbe che v(yo,t) < v(yo,0) per ogni t € [0,7], da cui seguirebbe che

(o, t) < f(0,0) = u(yo)

per ogni t € [0,T]. Per arbitrarieta di 7" > 0, si avrebbe che M,u(yo) = u(yo), da
cui seguirebbe che yg ¢ A, il che ¢ assurdo dal momento che yy € Bga(zg,7) C A.
Pertanto, si ha necessariamente che

max  v(z,0) <0.
xEBRd(xo,r)

Si deduce quindi che f(zo,t) < h(zo) per ogni t € [0,7] e, per larbitrarieta di 7', si
conclude che Mpu(xg) < h(zo).
Dal momento che h & una funzione armonica su Bga(xg, ), per il Teorema B.1.1

si ha che
1

o) = Z(Bga(0,1))r /aBWO,@ M)y,

da cui segue direttamente che Mju ¢ subarmonica in xy. Per 'arbitrarieta del punto
xo € A scelto, si deduce che Mju ¢ subarmonica in A. O
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Lemma 3.3.4. Siano f,g € C(RY) N WL2(RY), con g funzione Lipschitziana. Sup-
poniamo che g sia non negativa e che f sia subarmonica nell’aperto

J={x eR*| g(z) > 0}.

Allora si ha che

/Rd<Vf($), Vg(z))gadz < 0.

Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto che & possibile supporre senza perdita di
generalita che g abbia supporto compatto. Sia 1 € C°(R?) una funzione non ne-
gativa tale che 1(z) = 1 per ogni = € Bpa(0,1) e supp(¢)) C Bga(0,2). Per ogni
n € N, n > 0, poniamo ,(x) = ¥ (%) per ogni x € R? e g,(x) = g(x)¢,(z) per
ogni z € R%. Se la tesi valesse per g, per ogni n € N, n > 0, dal momento che la
successione (g, )nen, n>0 converge a g in WH2(R?), si avrebbe che

/Rd<Vf(a:), Vg(z))gedzr =1lim [ (Vf(x), Vg, (z))gedz < 0.

n Rd

Assumiamo pertanto che supp(g) € Bgra(0, R) per un certo R > 0. Sia poi
¢ € C°(R?) una funzione non negativa tale che supp(y¢) C Bgra(0,1) e

/Rdgp(m)dx = 1.

pe(z) = és@ (g)

Per ogni € > 0, poniamo

per ognix € R?e f. = f*p.. Siae > 0. Si osservi che, per le proprieta del prodotto
di convoluzione, f € C*(RY) e, per ogni i € N, 1 < i < d,

azifa = (axzf) * e = f * (al’i(pf)'

Inoltre, per ogniz € N, 1 <1 < d, si ha che

aﬁvz‘u’vifa = (al‘zf) * (axisoa) = f * axixi%s-

Poniamo J. = {x € J | dist(z,d0J) > €}. Si noti che J. € R? ¢ un aperto. Pertanto,
dato = € J., esiste r > 0 tale che Bga(x,r) C J.. Dal momento che f & subarmonica
su J, lo & anche su Bga(z,r) C J. C J. Pertanto, si ha che

1
dy.
1) < Gy / S

Inoltre, per ogni y € Bra(0, ) si ha che |x —y| < |z|+e. Pertanto, per definizione di
Je, si ha che Bga(x —y,7) C J., da cui segue che f & subarmonica su Bga(z —y, 7).
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Ma allora, si ha che

file) = / ey

1
</ [ s ey
Ba(0,¢) <$d(BRd(0,1))7’d Bga(z—y,r)

)
— flz=y)dz | p(y)dy
/BRd(o,a) (fd(BRd(o,n)Td Bga(z,r) ( ) v

R

1 / /
_ [z =y)ee(y)dy | dz
L4 Bra0,1))7 /By (w.r) ( Bga(0¢) ( e
el
_ fe(2)dz,
LU Brao))r J B4 (a) )

R

da cui segue che f. & subarmonica su J.. Ma dal momento che f € C*°(R?), per una
proprieta della convoluzione, si ha che

(=Af)(x) <0 (3.3)

per ogni x € J. per il Teorema B.1.4. Inoltre, per ogni € > 0, si ha che, integrando
per parti, per ogni ¢ € C®(R%),

/Rd<Vfa(x),V¢(x)>Rddx:/ (—=AL) (2)d(z)dx.

Rd

Ora, dal momento che |[Vf.| € L*(R?) e Af. € L?*(R?), siccome ¢ possibile appros-
simare g € WH2(R?) tramite funzioni ¢ € C>°(R?) per il Teorema A.1.7, si ottiene
che, per (3.3),

/Rdes(:t:),Vg(fc))Rdd:c:/ (—=Af)(2)g(x)dw

R4

:/ (_Afe)(x)g(x)dx+/ (=Af)(x)g(x)dx
I\Je

£

< /J AR

Dal momento che g ¢ Lipschitziana per ipotesi, per ogni « € J \ J. si ha che
lg(z)| < Lip(g)e. Segue che, denotando con (). la funzione

(RdeH29<§>ER)
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per una certa funzione 6 € C*(RY),

d

/J AR @)l dr < Linlo) / N0 0rp) )]

I\Je =1

< Lip(g)d / (V1] * ([Vg]).) (z)dz

Je

< Lin(g)d ( / IO (9. <x>dx) (2 )

< Lip(g)dl|V [l p2(ra e | Voo | 2 ey (L7(T\ J2))?

utilizzando la disuguaglianza di Holder e la disuguaglianza di Young. Dal momento
che supp(g) C Bgra(0, R), si ha che £%(J\ J.) — 0 per ¢ — 0%. Infine, dal momento
che f. — f in W12(R?) per e — 0F, si ottiene che

N

/Rd<Vf(x),Vg(x)>Rddx = lim (Vfo(2), Vg(2))gada

e—0t R4

< lim (—=Af)(x)g(x)dx = 0,

e—0t+ J\JE

da cui segue direttamente la tesi. O

3.3.2 1l caso 1—dimensionale

Dopo aver raccolto i lemmi preliminari che saranno poi fondamentali nello sviluppo
di questa sezione, procediamo con lo studio dei risultati principali. Studiamo innan-
zitutto il comportamento dell’operatore massimale del calore tra spazi di Sobolev
in dimensione 1. In tal caso, e possibile avere un quadro abbastanza completo della
situazione, come si puo dedurre dal seguente risultato.

Teorema 3.3.5. Siano p € (1,00] e u € W'P(R). Allora si ha che Myu € W'?(R)
ed inoltre

(M) || oy < Nl

Dimostrazione. Se p € (1,+00), il fatto che Myu € W1P(R) segue dal Teorema 3.3.1
e dal Corollario 3.3.1.1. Mostriamo innanzitutto che e sufficiente considerare il caso
in cui v € WH(R) sia Lipschitziana. Supponiamo che u € WP(R) e, per ogni
e > 0, consideriamo la funzione u, = u * K.. Si ha che u. ¢ Lipschitziana, infatti,

1w KoY lloo = [t 5 Kell ooy < [l l| Loy 1 Kell Lo gy < Ce),

dove p’ denota 'esponente coniugato di p. Supponiamo che la tesi valga per u, per
ogni € > 0, ossia che Mu. € WHP(R) e

H(Mhus <

Miovwy < 1) | oy -
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dove

Myu(z) = sup (u. * K;) (z) = sup (u x K;) (x), VrcR? Ve>0.

7>0 t>¢e

Per la disuguaglianza di Young si ha che

e || Lr ) = l|u* Ke|lor@) < l|ulle@)l| Kell 1@y = [Jullr @)

ed inoltre
H(UE)IHL;;(R) - H(u * Ké:)/HLp(R) - ||u/ * K5||LP(R) S ||u/HLP(R) '

Pertanto, Mju. ¢ uniformemente limitata in W!'?(R). Si noti che la successione
(Mpu.).., converge puntualmente a Myu per ¢ — 0. Per la locale compattezza
debole di W'P(R) (si veda il Teorema ??) segue che Myu € WP(R) e Myu. — Myu
per ¢ — 07. Quindi, per la semicontinuita inferiore della norma LP, 1 < p < oo,
rispetto alla convergenza debole,

1M < liminf [| (Mate) || 1y gy < Hminf || (we)'|| oy < 100 |l -

|
) LP(R) e—0t e—0t

Pertanto, ¢ possibile assumere che u € WP(R) sia Lipschitziana. Si noti ora che
per il Lemma 3.3.2 la funzione Mju ¢ Lipschitziana, mentre per il Lemma 3.3.3 la
funzione Mpu e subarmonica sull’insieme aperto

A={x e R| Mpu(z) > u(z)}.

Scriviamo A come unione numerabile disgiunta di intervalli aperti non vuoti:

A:U]j:U(aj,bj).

jEN jEN

Definiamo ora la famiglia di funzioni Lipschitziane

§= {f R—=R|u< f < Myu, Lip(f) < Lip(u), Hf/”LP(R) < “u,HLP(IR{)}

Si noti che § # (), dal momento che u € S. Consideriamo la relazione d’ordine
parziale < su S definita in modo tale che, date f,g € S, si ha che f < g se e
solo se f(x) < g(x) per ogni x € R. Proviamo che (S, <) ¢ un insieme induttivo.
Sia {f; | i € Z} con T insieme di indici, un sottoinsieme di S totalmente ordinato e
poniamo

f(x) = sup fi(x)

€T
per ogni € R. Mostriamo che f € S. Dal momento che per ogni z € R si ha

che f(x) & definito come estremo superiore di valori in = di funzioni in S, segue
direttamente che, per ogni z,y € R, x # y, si ha che, per ogni i € Z,

|fi(x) — fi(y)] < Lip (fi) |z —y| < Lip (uv) |[x — y|.
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Passando all’estremo superiore per ¢ € Z, si ottiene che
|f(x) = F(y)| < Lip (u) |z — y|

da cui segue che f & Lipschitziana e Lip (7) < Lip(u). Per ogni n € N consideriamo
I'insieme di 2n? + 1 punti

Jz{lIJGZ, —nzéjﬁnz}
n

Per la caratterizzazione di estremo superiore, per ogni j € Z, —n? < j < n? esiste
una funzione f;, € S tale che

(3 j 1
7(2) -0 (2) <

fn = sup fim-

{j€Z|-n2<j<n?}

Poniamo ora

Si noti ora che per ogni n € N si ha che f,(z) ¢ estremo superiore di funzioni in &
valutate in x, per ogni x € R. Pertanto, per ogni x,y € R, = # y, si ha che, per
ogni j € Z, —n? < j < n?,

[ fin(x) = fin()| < Lip (fin) |z — y| < Lip (u) [z — y|.

Passando all’estremo superiore per j € Z, —n? < j < n?, si ottiene che

(@) = fuly)] < Lip (u) [z = yl,

da cui segue che f,, e Lipschitziana con costante di Lipschitz maggiorata da Lip (u).
Si osservi ora che per ogni x € R tale che ‘x — %| < %, si ha che

@) = (o)l = [F0) =7 (£) 7 (2) = fin (£) # 50 (2) = )

o 102 ()

<|f(z)-7F (%) ’ - ‘7 (%) — fin <%> ' + | fn (%) = fal2)

<Lin(P)|e - %‘ 24 Lip (fo) o — 2
1 Lip(u)

< -+ :
n n

|

j’
x__
n

da cui segue direttamente che la successione (f,),eny converge puntualmente a f
per n — 400. Si noti inoltre che, per le proprieta di S, si ha che || f,|wirm) €
uniformemente limitata per ogni n € N. Ma allora, dal momento che W'?(R) ¢ de-
bolmente localmente compatto, si ha che la successione ( f,),eny ammette un’estratta
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debolmente convergente ad una certa h € WHP(R). Ma per unicita del limite segue
direttamente che h = f e, pertanto, f € WIP(R). Inoltre, si ha che

17|y < it L2y < N1 oy -

Infine, si noti che per ogni i € Z si ha che f; € S, pertanto f;(x) > wu(z) per
ogni x € R, da cui segue che f(z) > wu(x) per ogni z € R. Inoltre, si ha che
fi(z) < Mpu(x) per ogni x € R, pertanto, passando all’estremo superiore per i € Z,
si ottiene che f(z) < Mju(z) per ogni € R. Si deduce quindi che f € S, da cui
segue che (S, <) e un insieme induttivo. Pertanto, per il Lemma di Zorn esiste un
elemento massimale g € S rispetto alla relazione d’ordine <.

Proviamo ora che ¢ = M,u. Supponiamo per assurdo che cio non sia vero, ossia

che 'insieme aperto
B={x e R| Mpu(z) > g(x)} C A

sia non vuoto. Come visto per l'insieme A, ¢ possibile scrivere B come unione
numerabile disgiunta di intervalli aperti J; = (¢, d;), dove ¢, d; € R, ¢; < d; per ogni
[ € N. In particolare si ha che

B:UJIZU(Cladl)-

leN leN

Dimostriamo che g non ¢ superarmonica su B. Se uno degli intervalli ¢ finito,
diciamo (¢, d;) per un certo I € N, si ha che Myu(¢;) = g(a;) e Mpu(d)) = g (d;)
per definizione di B. Ma allora, per il Teorema B.2.2, si ottiene che Myu(z) = g(z)
per ogni x € [¢,dj], il che ¢ assurdo. Se invece l'intervallo ¢ del tipo (¢;, +00)
per un certo [ € N, si ha che la funzione M,u — g & una funzione strettamente
positiva e convessa su (¢, +00) e tale che (Mpu—g)(¢) = 0. Ma cio & assurdo
dal momento che Mju — g ¢ una funzione Lipschitziana ed ¢ un elemento di L?(R),
quindi dovrebbe essere infinitesima all’infinito. Analogamente, se 'intervallo ¢ del
tipo (—o00,d;) per un certo I € N, si ottiene che Mju— g ¢ una funzione strettamente
positiva e convessa su (—o0, d;) e tale che (Myu — g) (d;) = 0 e si conclude come nel
caso precedente. Infine, se B = R, detto xp € R = B il punto di massimo globale
di u, si ha che u (zy) = g (x0) = Mpu(xy), il che ¢ assurdo. Si ha quindi che g non
¢ superarmonica su B. Ma allora, si deduce che esiste un intervallo [a,b] C B, con
a,b € R, a < b, tale che

g (a+ b) < i/aBR(w 9(y)dy = 9la) +96), (3.4)

2 w1 5 2
Sia ora
v: la,b] = R
la curva definita da
3t = 202Dy 4 gpa)

b—a
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per ogni t € [a,b], che connette i punti (a, g(a)) e (b, g(b)). Poniamo ora
Myu(z) = Myu(z) — ()

per ogni = € [a,b] e

g(x) = g(z) —v(x)
per ogni x € [a,b]. Sinoti che, dal momento che g e v sono due funzioni continue
su [a, b], la funzione g & continua su [a, b]. Pertanto, per il Teorema di Weierstrass g

ammette minimo su [a, b]. Sia yo € [a, b] tale minimo. Da (3.4) segue direttamente
che

5 ) < 59(a) +59(b) — —g(a) =0.

g(.yo)sg(a“’) Loto) + g(bg):z(a)b;a

Mostriamo ora che esiste una retta o parallela all’asse delle ascisse tale che il grafico
di Myu sia al di sopra di ¢ e il grafico di g sia al di sotto di ¢ in un intorno di .
Notiamo innanzitutto che

m (v0) — G (y0) = Mpu(y0) — g (yo) > 0,

dal momento che yy € [a,b] C B. Per ognie € R, 0 < & < —g (yo), poniamo

ac = max{z € [a, 4] | §(«) = g (yo) + €}

b: = min {z € [yo,0] | §(x) = g (y0) + ¢}
Si ha che g(z) < §(yo) + € per ogni = € |ac,b.] e vale 'uguaglianza agli estremi.
Supponiamo per assurdo che per ogni € € R, ¢ > 0 esista un punto z. € [a., ]
tale che Myu (2.) < g(yo) + . Allora esisterebbe un insieme di punti {z.}.., che
ammetterebbe un punto di accumulazione zy € [a,b]. In tal caso si avrebbe che

My (20) < § (o) < §(20) < Myu (0).
il che e assurdo. Pertanto esiste ¢y € R, ¢y > 0 tale che
Myu(z) > g (yo) + €0
per ogni = € [ag,, b.,]. Ma allora, si ha che la curva

G: |ae, bsy] = R,

definita da 6(t) = g (yo) + €0 per ogni t € [a.,, b, |, € la retta cercata. Si noti ora
che per ogni x € [a.,, b,|, si ha che

Myu(z) = Myu(z) +~(z) > §(yo) + €0 + () > §(z) +~(z) = g().

Pertanto, se poniamo
o: [aey,be] & R
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la curva definita da o(t) = §(yo)+co+7(%), si ha che tale retta separa completamente
i grafici di Myu e g nell'intervallo [a.,, be,].
Poniamo ora
h:R—R

la funzione definita da

g9(z) se T ¢ [aey, beo|
h(z) = 9(beg )—9(a=)

bey —ae

($ - an) +9 (aao) se T € [aaov b80]

per ogni x € R. Per quanto appena provato, si ha che u < h < M,u ed inoltre si
mostra direttamente dalla definizione che h e Lipschitziana con costante di Lipschitz

Lip(h) < Lip(g) < Lip (u).

Si noti che, dal momento che la mappa (R > ¢ — ¢ € R) é una funzione convessa,
per la disuguaglianza di Jensen si ottiene che

1610z = J/ |g%xnpdx—+j/ ¢ (@)] de
R\ [ beq | [acq bz

/ p b0 / dx '
> 9" (@)[" dx + (bsy — ac,) l9'(@)] ——
R\[aso,bso] ae o T Qe

0
p

beg dx
/
g (@) —
/ago bEO — Qgq
g (bSO) —9g (aEO) P

bey — Qs

z/ 19 @) dz + (bey — acy)
R\[acq beq |

=/‘ 1§/@) P de + (bey — acy)
R\[acq beq |

L/M’Ipx—HMI

Riassumendo, abbiamo ottenuto che u(z) < h(x) < Mju(z) per ogni z € R,
Lip(h) < Lip (u) ed inoltre ||W'[| o < [1¢'llp@y < [[¢/]|1og)» dal momento che
g € §. Ma allora, si ha che h € §, ma cio e assurdo dal momento che, per quanto
abbiamo provato in precedenza,

h(ilf) _ g (G’Eo) -9 (b€0>

I (1 - ae) + g () > 9(2)

per ogni x € [a,,b] € g ¢ un elemento massimale in S. Pertanto, si ottiene che
g = Myu, da cui segue direttamente la tesi dal momento che Myu € S. O]

Anche in questo caso, esattamente come accade per gli operatori massimali
di Hardy-Littlewood, il caso p = 1 risulta essere piuttosto problematico. Tutta-
via, ¢ possibile dimostrare che, data v € WHH(R), si ha che Myu € L®(R) e
| (Mw)|| nE S [t/|| 1) Per quanto riguarda la dimostrazione di questo fatto

si veda [4], Capitolo 2, Teorema 1, punto (ii).
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3.3.3 1l caso multidimensionale

Lo scopo e ora quello di andare a studiare una possibile estensione dei risultati
appena visti anche al caso multidimensionale. Come gia anticipato, tuttavia, tale
e noto che sia possibile effettuare tale estensione soltanto nei casi p = 2 e p = .
Riportiamo di seguito il caso in cui p = oc.

Teorema 3.3.6. Siano d € N, d > 0, u € W*°(R?) e Myu la funzione massimale
del calore associata. Allora Myu € WH*(R?) e

HVMhu“LOO(Rd,Rd) < ||VU||L°°(Rd,Rd)-

Dimostrazione. Come nella dimostrazione del Teorema 3.3.5, ¢ possibile assumere
senza perdita di generalita che u sia Lipschitziana con costante di Lipschitz

Lip (u) < HVUHLOO(]R,R) :
In tal caso, per il Lemma 3.3.2 si ha che Mju ¢ limitata e Lipschitziana con costante
di Lipschitz Lip (Myu) < Lip (u). Ma allora, sappiamo che Muu € W1>=(R?) ed
inoltre,
HVMhUHLoo(Rd,Rd) < Lip (Mpu) < Lip (u) < HVUHLOO(]Rd,]Rd) )
da cui segue direttamente la tesi. O]
Affrontiamo ora il caso in cui p = 2 nel seguente Teorema.

Teorema 3.3.7. Siano d € N, d > 0, u € WH3(RY) e Myu la funzione massimale
del calore associata. Allora Myu € WHA(RY) e

||VMhU||L2(Rd7Rd) S ||VU||L2(Rd7Rd).

Dimostrazione. Come nella dimostrazione del Teorema 3.3.5, ¢ possibile assumere
senza perdita di generalita che w sia Lipschitziana. In tal caso, per il Lemma 3.3.2
si ha che Mjyu ¢ Lipschitziana e, per il Lemma 3.3.3, si ha che M,u ¢ subarmonica
sull’insieme aperto

A={x € R*| Myu(z) > u(x)}.
Sapendo che M,u € W12(R?) per il Teorema 3.3.1 e applicando il Lemma 3.3.4 con
Mu funzione subarmonica su A e Myu — u Lipschitziana, si ottiene che

IValges oy = [ [Vu(o)]* da
= g IV Myu(z) — V (Myu — u) ()| de
> ) |V (Mpu — u) (x)|*dx — 2 /d (VMpu(z),V (Myu —u) (x))ga dx
R R

+ [ |VMyuu(z)|)? do
Rd

> IV Myu(z)|” dx
Rd

2
= HVMhu”L?(Rd,Rd)?

da cui segue direttamente la tesi. O]



Appendice A

Spazi di Sobolev

In questa prima appendice presentiamo un’introduzione alla teoria degli spazi di
Sobolev, riportando definizioni, proprieta fondamentali e alcuni risultati essenziali
nella trattazione proposta nei capitoli precedenti. Per quanto riguarda il contenuto
di tale appendice, si e fatto riferimento al testo [3].

A.1 Definizioni e proprieta

Siano 2 C R aperto, p € [1,00] e u € LP(R?). Diremo che u ¢ un elemento dello
spazio di Sobolev WHP(§2) se esistono ¢g; € LP(Q) con i € N, 1 <7 < d, tali che

/uagpd:p:—/gigodm
o O Q

per ogni ¢ € C>®(Q). La funzione g:  — RY, definita da g = (g;)1<i<a, si dice
gradiente debole di u e verra di seguito denotata con Vu.
Dato p € [1, 00], muniamo lo spazio di Sobolev W?(£2) della norma

I e : WHP(Q) — R

definita da |lul|wir) = ||ullzr@) + [[Vullrorae). Sinoti che il fatto che la mappa
appena definita sia effettivamente una norma discende direttamente dal fatto che
| lr(e) € una norma.

Proposizione A.1.1. Sia Q C RY aperto. Si ha che
1. lo spazio di Sobolev WP(Q) ¢é uno spazio di Banach per ogni p € [1,00];
2. lo spazio di Sobolev WHP(Q) & uno spazio riflessivo per ogni p € (1,+00);
3. lo spazio di Sobolev W1P(Q) ¢ uno spazio separabile per ogni p € [1,+00).

Dimostrazione. Proviamo inizialmente 1.. Sia (u,),en una successione di Cauchy di
elementi di W?(Q). Sia e € R, ¢ > 0. Allora esiste n. € N, n. > 0 tale che, per
ogni n,m € N, n,m > n., si ha che

||Un — Um”Wl,p(Q) < €.

68
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Ma allora, per ogni n,m € N, n,m > n., si ha che

Hun - umHLP(Q) S Hun - umHlep(Q) <e

||Vun — VumHLp(Q,Rd) < ||un — Um|lwl,p(Q) < €.

Segue che le successioni (uy, )nen € (Vg )nen sono due successioni di Cauchy in LP((2)
e LP(Q,R?) rispettivamente. Dal momento che LP(2) e LP(Q,R?) sono spazi di
Banach, esistono u € LP(Q), g € LP(Q,RY) tali che u,, — u in LP(Q) e Vu — ¢

in LP(Q,R?). Passando al limite nella definizione di gradiente debole si ottiene che
g=Vueu, —u.

Proviamo gra 2.. Consideriamo la mappa
T: WH(Q) — LP(Q) x LP(Q,RY)

definita da T'u = (u, Vu) per ogni v € WP(Q2). Sinoti che T & un operatore lineare
ed ¢ un’isometria, rispetto alle norme || [lwir) € || [|1e(0)xrr(o,re) definita da

H(U, F)HLP(Q)XLP(Q,Rd) = HUHLP(Q) + ”FHLP(Q,RGZ)

per ogni (u, F) € LP(Q) x LP(2,RY). Siano infatti u,v € WIP(Q), a,F € R, a > 0
e B> 0. Si ha che

T(au+ Pv) = (au + pv,aVu + V)

= a(u, Vu) + (v, Vv)
= oTu+ pTv.

Inoltre, data u € W'?(Q), si ha che

1T/l o) x Lo (,rey = [[(t, V) [ og@)xrr@ray = lull Loy + VUl oo ra) = ullwise).

Segue che T'(W'P(Q)) & chiuso in LP(Q) x LP(Q, R?). Siccome per ipostesi si ha che
p € (1,400), allora LP(2) e LP(Q, R?) sono riflessivi, quindi anche LP(Q) x LP(£2, RY)
¢ riflessivo. Segue che T'(W1P(Q)) ¢ riflessivo, da cui segue la tesi.

Proviamo infine 3.. Sia p € [1,4+00). In tal caso si ha che LP(2) ¢ separabile, da

cui segue che LP(2) x LP(2,R%) & separabile. Si conclude come nel caso precedente.
[

Vediamo di seguito un risultato centrale della teoria degli spazi di Sobolev, che
prende il nome di Lemma fondamentale del calcolo delle variazioni.

Lemma A.1.2. Siano Q C R? un aperto e u € L} (). Supponiamo che

loc

/Qu(x)gp(x)dx =0

per ogni ¢ € C°(§2). Allora u(xz) =0 per q.o. x € §.
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Dimostrazione. Sia g € L>(R%) tale che supp(g) sia un compatto contenuto in 2.
Sia ora (pp)nen una successione di mollificatori in C°(R%). Per ogni n € N poniamo

In = Pn* g

e notiamo che g, € C°(2) per n € N sufficientemente grande. Per ipotesi si ha che
/ u(z)gn(x)de =0 (A.1)
Q

per ogni n € N. Dal momento che g, — g in L'(R?), si ha che esiste un’estratta
(ng)ken tale che gy, — g q.0. su R?. TInoltre si ha che 190l oo may < gl oo may per

ogni n € N. Passando al limite per n — +o0 in (A.1), si ottiene che

/ u(z)g(z)dx = 0.
Q
Sia ora K C €2 un compatto. Poniamo

~ Jsgn(u(z)) sexe K
g(x)—{o ser € RT\ K

Si noti che g € L>(R?) e, per quanto visto, si ha che

/K [u()|dz = /Qu(a:)g(a:)d:n =0.

Segue pertanto che u(xz) = 0 per q.o. x € K. Per l'arbitrarieta del compatto K
scelto si ottiene la tesi. O

Studiamo ora un’applicazione del Lemma precedente che fornisce un importante
proprieta delle funzioni Sobolev. Per i nostri scopi tratteremo il caso unidimensio-
nale.

Lemma A.1.3 (Lemma fondamentale del calcolo delle variazioni a media nulla).
Siano I C R un intervallo aperto e u € L} (I). Supponiamo che

[wﬂd@ﬂx

per ogni p € C(I). Allora u(z) = ¢ per q.o. x € 1.

Dimostrazione. Sia ¢ € C°(I) tale che

[wwmx:L

Sia poi w € C(I). Consideriamo una funzione ¢ € C!(I) tale che

¢:w—<Zm@m)w
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Si noti che la funzione definita al membro di destra dell’assegnazione precedente e
continua, ha supporto compatto contenuto in I e ha integrale nullo su I. Pertanto,
essa ammette una primitiva con supporto compatto in /. Usando l'ipotesi, si deduce

- [t (w0~ ([etiin) vio)) do

per ogni w € C°(I), ossia,

/I<“(x) - </I“(y)w(y)dy)) w(z)dz

. Pertanto, per il Lemma A.1.2 si ottiene che

o)~ ([ tmwtar) =0

per q.o. x € I, da cui segue direttamente la tesi. O

Teorema A.1.4. Siano I C R intervallo aperto e p € [1,00]. Allora esiste u € C(I)
tale che u(x) = u(x) per q.o. x € I.

Dimostrazione. Sia xg € I e poniamo

per q.o. € I. Si noti che v € C(I). Infatti, data (x,),en una successione in I tale
che x,, — xy. Allora si ha che, per il Teorema di convergenza dominata,
n

In

v(x,) = liTan u'(y)dy
xo

Si noti che, per ogni ¢ € C(I), si ha che, supponendo che I = [a,b] con a,b € R,
a <b,

[~ [ (] £iy) ¢ )ds
= /I /m : u'(y)' (y)dydx
-/ o) / b dade)ay~ [t ([ i) ay

— _/ u’(y)(p(y)dy—/mo u'(y)p(y)dy

o a

- / u'(y)e(y)dy,

1
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osservando che
o (x)dr = o(y)
per ogni y € I. Si noti ora che, per ogni ¢ € C°(I), si ha che

[0~ @)@ = [ o) @)in - [ @)@

I 1 I

- / wWe)dy+ [ u(@)pla)de =0,

1

Ma allora, per il Lemma A.1.3 si ha che v(z) — u(z) = ¢ per q.o. x € I, con ¢ € R
costante. Segue che u =v —c q.0. ev—c € C(I). O

Si consideri ora il seguente Lemma, nel quale studiamo una proprieta fondamen-
tale del prodotto di convoluzione di elementi dello spazio di Sobolev.

Lemma A.1.5. Siano p € [1,00], u € L*(R?) e v € WHP(RY). Allora si ha che
uxv € WHP(R?) ed inoltre

8( v) = *811
(%ciu v)=1u o

Dimostrazione. Supponiamo innanzitutto che u abbia supporto compatto. Si noti
che, se v € WHP(R?), allora v € LP(R?) ed inoltre

[ *”Hip(Rd) < ullpr@ay l|v] e ey < +o00,

pertanto si ha che u v € LP(R?). Sia ora ¢ € C°(R?). Segue che

[ wrowEwi= [ ( [t~ y)v(y)dy) % (2)as
— /Rdv(y) (/Rd u(y — x)g;i (x)dx) dy
= /Rdv(y) <U* gfi) ()dy

ov

== | an, W @) W)dy
— [ ) [ty = oypta)dady
— [ 5w [ ute~ y)p(rdsdy

— /Rd (/Rd u(z — y)g; (y)dy> p(x)dx
_ _/Rd (U* 88;) (@)p(z)de.

Pertanto, segue che u v € WP(RY) e 88 (u*v) =u* 2 O
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Riportiamo di seguito un risultato fondamentale della teoria degli spazi di So-
bolev, riguardante I'approssimazione di funzioni in W?(Q), con 2 C R¢ aperto,
tramite funzioni differenziabili infinte volte e a supporto compatto. Prima di enun-
ciare e dimostrare il Teorema principale, occorre fare alcune precisazioni preliminari.
Sia Q C R? un aperto. Data f una funzione definita su €, sia

- f(z) sexe
0 ser € RT\ Q

Lemma A.1.6. Siano ) C R? un aperto, p € [1,00], u € WIP(Q) e ¢ € C*(9).
Allora si ha che (u € W'P(Q) ed inoltre

0~ (.0u &

per ognit € N, 1 <13 <d.

Dimostrazione. Siai € N, 1 <i < d. Data ¢ € C°(R?) si ha che

Cu( &E dx—/( u:pax

_/Q u() (aiz (C)) - 5’; (@so(x)) da
- _/Q (gz (@)¢(z)e(2) +u(x)ggi (x)¢(x)) s

_ _/Rd < g; 4 aiiu> ()p()dz,

da cui segue direttamente la tesi. O]

(x)dx

Siamo ora pronti per enunciare e dimostrare il Teorema di Friedrichs.

Teorema A.1.7 (Teorema di Friedrichs). Siano Q C R? aperto, p € [1,+0) e
u € WHP(Q). Allora esiste una successione (u,)nen di elementi di C>°(R?) tale che

U — U
nQn

in LP(Q2) e

n

Vunlf2 — Vu
in LP(Q) per ogni Q@ CC Q. Se Q =R?, si ha che esiste una successione (ty)neyn di
elementi di C>°(R?) tale che

in LP(RY) e

in LP(R?).
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Dimostrazione. Poniamo

u(x) =

u(z) sex €
0 se z € RY\ Q

e sia u, = n, * u per ogni n € N, dove (7,),en € una successione di mollificatori
in C*(R%) con supp (1,) C Bga (0,1). Allora si ha che v,, € C°(R?) e v, — W in
LP(RY). Proviamo che

an|Q — VU|Q,

per ogni Q CC Q. Sia pertanto Q CC Qe sia ¢ € C2°(Q) tale che 0 < ((z) < 1 per
ogni x € () ed inoltre ( = 1 in un intorno di 2. Per n € N sufficientemente grande
si ha che

supp <nn * Z& — Ny * 71) = supp (nn * <1 — C~> ﬂ)
C supp (1) + supp ((1 - 5) ﬂ)
C Bga (0, %) + supp <1 — 5)

c R\ Q,

da cui segue che, per n € N sufficientemente grande si ha che

N * (@) = T * U (A.2)

Per i Lemmi A.1.5 e A.1.6 si ha che

i(’?n*ao = Ny * (CaU/—\i—/acu>

~——

Pertanto, la successione (% (nn * E&))nEN converge a Caa—;“i + g—é_u in LP(R%). In
Ou

£ in LP(Q), da cui segue che

particolare, si ha che tale successione converge a

la successione ([ 2~ converge a 2% in LP(Q) per (A.2). Data una successione
ox
neN 4

ox;
(pn)nen di funzioni cut-off in C°(R?), poniamo u,, = v,p, per ogni n € N. Allora si
ha che (u,)ney © una successione di elementi di C2°(R?) tale che u,, — u in LP(2) e
Vu, — Vu in LP(Q) per ogni Q C ©, il che conclude la prima parte del Teorema.

Nel caso in cui Q = R? la successione (u,)nen con u, = py (n, * u) per ogni
n € N ha gia le proprieta richieste, pertanto, si conclude come sopra. O
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Proposizione A.1.8. Siano p € (1,00], Q@ € R? aperto e u € LP(R). I sequenti
fatti sono equivalenti:

1. uwe WP (Q);

2. esiste una costante ¢ € R, ¢ > 0 tale che

dp
/QU(I>8x (x)dx

< cllell o gy

i

per ogni @ € CX(Q), perognii € N, 1 <1 <d, dovep' € [1,+00) é l’esponente
coniugato di p;

3. esiste una costante ¢ € R, ¢ > 0 tale che per ogni Qcc Qeh e RY
sufficientemente piccolo si ha che

| Thu — u”LP(Q) < c|nl.
Dimostrazione. Mostriamo che da 1. segue 2.. Supponiamo che u € WP(Q2). Per
ogni ¢ € CZ(Q)
ou

7

/Qu(az)go(x)dx

| Setabota)ds

|

HSOHLP’(Q)-
LP(Q)
Proviamo ora che da 2. segue 1.. Sia ¢ € N, 1 < ¢ < d. Consideriamo
I’applicazione
Fi:C*(Q) —R

definita da
i

Fip = /Qu(x)(?x, (x)dz

per ogni ¢ € CX(2). Si noti che F; ¢ un funzionale lineare e continuo per ipotesi,
definito su un sottospazio denso di L”'(Q). Per il Teorema di rappresentazione di
Riesz esiste g € LP(2) tale che

Fi(p) =/Qg(x)90(x)dx= (9,0)12(0)-

Per definizione di derivata debole, si ottiene che ¢ = —2%. Per arbitrarieta di

ox;
i € N, 1 <i <d siottiene che u € WHP(Q).
Mostriamo ora che 1. implica 3.. Dimostriamo innanzitutto che la tesi vale per
funzioni C2°(Q2). Siano Q@ CC Q, u € C*(2) e h € RL Poniamo
f(t) =u(z +th),
con t € R. Allora si ha che f'(t) = (h, Vu(z + th))ra, pertanto

1
0

(@ + h) — u(z) = £(1) — £(0) :/0 ()t :/ (h, Vu( + th))padt.
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Segue che, per ogni p € (1,+00), si ha

p

1 1
myu(z) — u(z)P = / (h, Vu(z + th))pedt| < |h]? / V(e + th)|Pdt,
0 0

da cui segue che
/\Thu ) = u(z)|P da < |h|p// V(e + th) Pdtdz

|h|p/ /|Vu (z + th)Pdwdt
< Jhp / / Vuly)Pdydt
0 J{y=z+theRd|zc}
— i [ V()
{y:r-&-théRﬂxEQ}

Se |h| < dist(€,09), esiste ' CC Q tale che {y =z+theRl|xe Q} C Y per
ogni t € [0, 1], pertanto

vt =l ey < P [ [Fule)Pda

e si conclude ponendo ¢ = [, [Vu(x)[?. Sia ora u € W'?(Q). Allora per il Teorema
A.1.7 esiste una successione (uy,)nen di elementi di C2°(£2) tale che u,, — u in LP(Q)

e Vu, — Vu in LP(Q) per ogni Q cc Q. Inoltre, per ogni n € N si ha che

It = sy < VP | [V ()P

Ma allora, dal momento che €' CC €, si ottiene che
| Thu — uHLP(Q) < |lmhu — Thun”LP(Q) + I Thun — Un”Lp(Q) + [lun — ullzr(o)

=2l = ey + 7 [ [Vun(o)Pde,
Q/
da cui segue la tesi passando al limite per n — 4oc. .
Proviamo infine che da 3. segue 2.. Sia ¢ € C°(Q2) e sia Q € R? un aperto tale

che supp(p) € Q@ cC Q. Sia poi h € R? tale che |h| < dist(Q,d9). Sfruttando
I'ipotesi, si ha che, per la disuguaglianza di Hélder,

< N = ull oy el 2 ) < elblllell o @)

/Q (rhu(z) — u(2)) (z)dz
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dove p' € [1,+00) & 'esponenente coniugato di p. D’altra parte, dal momento che
| (o) = ata)) ¢y = [ (uta+ 1) = ul)) ola)ds
_ / w(z + h)p(a)da — /Qu(x)go(x)dx
u(z h)dx — /Q u(z)p(z)dr

S\\S\x

= [ ulx —h) = p(x))dz,
si ha che
o(x —h) — / Thu(z )
u(z) p(x)dz < cllell L o-
/Q 1] Q \h\ b
Per ogni 1 € N, 1 < ¢ < d, scegliendo h = te; con t € R e passando al limite per
t — 0, si ottiene la tesi. O

A.2 Lo spazio W1*(R%)

Lo scopo della seguente sezione consiste nel fornire un’utile caratterizzazione dello
spazio W1®(R%). Per farlo, occorre fare riferimento innanzitutto al Teorema di
Rademacher. Per la dimostrazione si veda [10], cap. 7.3.

Teorema A.2.1 (Teorema di Rademacher). Siano d,m € N, d > 0, m > 0,
uw: RY = R™ una funzione Lipschitziana. Allora w & differenziabile q.o. su RY.

Enunciamo e dimostriamo di seguito il risultato principale di questa sezione.

Teorema A.2.2. Sia u € L®(R?). Si ha che, se u € WH*(R?), allora u am-
mette un rappresentante Lipschitziano. Viceversa, se u e Lipschitziana, allora
u € WHe(R9).

Dimostrazione. Supponiamo innanzitutto che u € Wh>(R%). Sia {¢.}.., un’iden-
titd approssimata in C2°(R?) e poniamo

Ue = U * P,

per ogni € € R, ¢ > 0. Si noti che, per ogni h € R?

luc(z + h) —u(z)| = /0 (h, Vuc(x + ht)>Rddt‘

1
s/ |h|
0 R4

< ||vu||L°°(Rd,R‘i)|h|

Vu(z + ht — y)wa(y)dy‘ dt
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per ogni z € R?. Segue che, dati z,y € R,
|ue(z) — ue(y)| < [Vl oo ay |2 — .

Sia (£,)nen una successione di numeri reali strettamente positivi tale che e, — 07
per n — +o00. Si noti che, per le proprieta del prodotto di convoluzione con identita
approssimate... Pertando, passando al limite per ... si ottiene che

u(@) = u(y)] < [Vl L@ g |z =yl (A.3)

per q.o. x,y € R%. Pertanto, esiste N C R? tale che .Z4(N) = 0 e vale A.3 per ogni
x,y € RT\ N. Siano ora 7,7 € N. Dal momento che N & denso in R, esistono due
successioni (2, )nen € (Yn)nen in R4\ N tali che x,, — T e 3, — 7. Si noti che per

ogni n,m € N, si ha che
() = )] < [Vull g 20 — 2

per quanto abbiamo appena provato. Pertanto, si ha che (u(zy)), oy € una succes-

sione di Cauchy in R?. Dal momento che R? & completo, esiste z € R? tale che

u(x,) — z. Sinoti ora che, data (2,),en una successione in R?\ N tale che z, — 7
n n

si ha che

[u(zn) — u(zn)| < [Vl ooy [2n = 20 = 0.

Pertanto, si ha che per ogni successione (z,)ney in R4\ N convergente a 7, la
successione (u(zy)),cy ammette lo stesso limite, da cui segue che esiste

lim u(z)

T—T
che definiamo come u (). Ma allora, si noti che, considerando il rappresentante di
u cosi definito, si ottiene che

|u(T) = u (@) < fu(T) = u(en)| + u(zn) = wlyn)| + |u(yn) —u (@)

= ”V“HL‘”(W) T — Yn| 7 HVUHL"O(Rd) z -7,

da cui segue che u ¢ Lipschitziana su R%.

Viceversa, sia u € L*°(R?) una funzione Lipschitziana. Siano ¢ € C*®(RY) e
j € N, 1 <5 < d. Utilizzando il Teorema di convergenza dominata di Lebesgue
nel primo caso poiché u € L®(R?) e ¢ € C*(R?), nel secondo caso poiché u ¢
Lipschitziana e ¢ ¢ integrabile su R?, si ottiene che

—/ w(x)0jp(r)de = — lim u(x)('p (4 he;) = ('O(x)dx

h—0F JRd h
: u(x + he;) — u(z)
1 J
T T
= [ Oju(x)p(z)dx
R4

dal momento che u & differenziabile q.o. su R? per il Teorema di Rademacher. Ma
allora, esiste la derivata debole d;u. Dal momento che ||Vul|jogage) < Lip(u), si
deduce che u € W (R?). O
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A.3 Operazioni stabili su spazi di Sobolev

Ci occupiamo ora di formalizzare 1’estensione di risultati gia noti per funzioni diffe-
renziabili anche al caso di elementi di uno spazio di Sobolev, ossia a classi di funzioni
che ammettono un gradiente debole. Dimostriamo innanzitutto la differenziabilita
debole del prodotto.

Proposizione A.3.1. Siano Q C R? aperto, p € [1,00] e u,v € WP(Q) N L>®(RQ).
Allora si ha che wv € W'P(Q) ed inoltre,

0 ou ov

ox; (uv) = &Uiv u@xi

per ogni v € N, 1 <7 <d.
Per la dimostrazione si veda [3], Capitolo 9, Proposizione 9.4.

Proposizione A.3.2. Sia G € C'(R) tale che G(0) = 0 e |G'(s)] < M per ogni
s € R, dove M € R, M > 0. Siano poi p € [1,00] e u € WP(Q) a valori reali.
Allora si ha che G ou € WHP(Q) ed inoltre

0 , ou
oz, (Gow = (G ou)5m,

per ognit € N, 1 <13 <d.

Dimostrazione. Dall'ipotesi segue direttamente che |G(s)| < M|s| per ogni s € R e
pertanto, si ha che |G o u| < M|u|. Ma allora, si ha che G ou € LP(Q2) ed inoltre
(G ou)g—; € LP(Q), perognii € N, 1 <i¢<d. Siai €N, 1< i <d e supponiamo
che p € [1,+00). Per il Teorema A.1.7 esiste una successione (u,)nen di elementi di

WhP(Q) tale che u, — w in LP(Q) e Vu, — Vu in LP(Q) per ogni Q CC Q. Per
ogni n € N si ha che

/Q(G o un)(x)g;i (x)dx = — /Q(G’ o un)aiun(x)go(x)dx

i

La tesi segue direttamente dal momento che G o u,, — G ou in LP(Q2) ed inoltre

ou,, , ou
— (G"ou) .

per il Teorema di convergenza dominata di Lebesgue. O]

Proposizione A.3.3. Siano Q C R? aperto, p € [1,00] e u € WHP(Q). Allora si
ha che

1. se u ¢ a valori reali, si ha che uy,u_,|u| € WHP(Q) ed inoltre |V |u|| = |Vul;
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2. se u € a valori complessi, si ha che

T
V0|u| = Re <mVu> 1 erdjuzo-

In particolare, si ha che |V|u|| < |Vul.

Dimostrazione. Proviamo 1.. Mostriamo innanzitutto che u, € WP(Q). Per ogni
e € R, € > 0, consideriamo la funzione

G.:R—R

definita da

0 set <0

2 2 >
Gg(t)z{\/t T2—¢ set>0

per ogni t € R. Si noti che per ogni ¢ € R si ha che

t
G/<t): JEie set>0
: 0 set <0

Inoltre, si ha che

lim GL(t) =0

t—0t+

lim G.(t) =0,

t—0—

pertanto G. € C'(R). Inoltre, si ha che, per ogni ¢ € R, € > 0, si ha che G.(0) = 0,
|GL(t)| <1 per ogni t € R ed inoltre, detta

G:R—=R

la mappa definita da

t t>
G(t)—{ set>0
0 set<0

per ogni t € R, si ha che
1Ge = Gll oy <€

Per la Proposizione A.3.2 si ha che G.ou € W'?(Q) e V(G.ou) = G.(u)Vu.
Inoltre, si ha che ||Ge — G| o gay — 0 per € — 07. Si noti ora che, per il Teorema
di convergenza dominata di Lebesgue, per ogni i € N, 1 < i < d,

/QUJF(:E) oG (x)dr = lim G’a(u(:v))aG (x)dz

a.’L‘i e—=0t Jq axz
) ., Ou
= — Ellgi ., GL(u) . (2)G(z)dx

ou
B /Q ﬂ{yERd|u(y)>0} a_xiSO(x)d%
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da cui segue che, per ogniz € N, 1 <1 < d,
8U+ (9u

Oz, {veRu@>0} g

Ma allora, si ha che u;, € WP(R?) e
Vu, = l{yeRd|u(y)>0}Vu.

Analogamente, si dimostra che ucW1P(R?) e

ou

- =— ﬂ{yGRd\u(y)>0} a_.l'l

\%

Ma allora, dal momento che v = u, +u_ e WP(R?) & uno spazio vettoriale, si
ha che |u| € WhP(RY) e
V|u| = sign(u)Vu.

In particolare, si ha che
Vlul| = [sign(u)Vu| = [Vul,

da cui segue la tesi.
Proviamo ora 2.. Dal momento che nel corso della dimostrazione si andra ad
integrare con funzioni test a supporto compatto, ¢ sufficiente dimostrare il risultato

per u € W' (R4, C). Proviamo che

C

u
v’ul = Re (—VU) ﬂ{mGRd\u(xﬁéO}.

|ul
Sia € € R, ¢ > 0. Definiamo la funzione
F.:C—[e,+00)

tale che
F.(2)=+/|z* +¢

per ogni z € C. Si noti che, per ogni j € N, 1 < j <d,

u
@FE(U) = Re (\/uQ:H@u> .

Per il Teorema A.1.7 esiste una successione (u,)ney in C°(R?) tale che u,, — u in
n

WEH(RY). Fissiamo ¢ € C2°(RY). Si ha che, per ogni j € N, 1< j <d,

loc

—/d F.(uy)(z)05¢(x)dr = /d 0; F.(uy)(z)(x)d. (A.4)
R R
Sia 7 € N, 1 < j < d. Dal momento che per ogni n € N si ha che

[Fe(un) — Fe(u)] < HVFSHLOO(Rd,Rd) |un — ul = [u, —ul,
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si ottiene che, per il Teorema di convergenza dominata di Lebesgue,

_ /R () @)0b(@)de — — [ F(w)(@)0y(x)da. (A.5)

R4

D’altra parte, si ha che

/ \/u(;%@jun(m)@b(x)dx/ %@u(x)@b(x)dm
R N (2) 2 + € R u(z)]? +

< ———t— |Ojun () — Oju(z)| [{p(z)|dx
/Rd |un(f'3)|2 +e

Si noti che dju,, — d;u in L'(R?) ed inoltre

|0u(z)(z)| dw.

U <1
\/|un|2+€

per ogni n € N. D’altra parte, si ha che

Un u <9
Vil 46 Jluf +e

e O;up € L'(RY). Pertanto, applicando il Teorema di convergenza dominata e
ricordando (A.4) e (A.5), si ottiene che per ogni € € R, ¢ > 0,

VF.(u) = Re LVU )
(u) <\/|U‘2+8 )

Sia ora ¢ € C°(R?). Si ha che, fissato j € N, 1 < j < d,

()2 +¢

— /Rd F.(u(x))0;p(x)dr = /Rd Re (%@u(w)) o(z)dx.

Si noti dapprima che, a meno di considerare ¢ < 1, cosa che possiamo fare senza
perdita di generalita, si ha che

|F(u)| < |u|+ 1.
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D’altra parte, si ha che F.(u)(z) — |u|(x) per ¢ — 0% per q.o. x € RY. Pertanto,
per il Teorema di convergenza dominata si deduce che

- [ Pu@)oplaide = [ u@yple)ds

per ¢ — 0%. D’altra parte, si noti che d;up € L'(R?) e

\/W - lu(z)| ﬂ{yeRdm(y);ﬁo}(!E}

per € — 0 per q.o. z € R? Pertanto, per il Teorema di convergenza dominata di
Lebesgue, si ottiene che

/Rd Re (\/Mx—q;%@]u(xv odr — g Re <%ﬂ{yewu(y#o}(a:)aju(x)> p(r)dr,

da cui segue direttamente la tesi.
Si conclude che

u
|V|ul| = ‘Re (mVu> ]l{xERd|u(a:)7é0} < |Vul.

]

Corollario A.3.3.1. Siano Q C R? aperto, p € [1,00] e u,v € WP(Q). Allora si
ha che
V (max{u,v}) < max {Vu, Vou}.

Dimostrazione. Si noti che

1
max{u,v}zé(u~l—v+|u—v]).

Pertanto, per il Corollario A.3.3, si ottiene che

V (max{u, v}) = V (% (u+ v+ [u— v|)>

1
:§(Vu+Vv+V|u—v])

1

< E(VU—FVU—F |V|u—wvl|)
1

< é(Vu—i-Vv—l— |Vu — Vo)

= max {Vuy, Vus},

da cui segue direttamente la tesi. O
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A.4 Debole compattezza locale dello spazio di So-
bolev

Concludiamo questa appendice con un risultato di locale compattezza debole per lo
spazio di Sobolev WP(Q) per p € (1,+00), con Q C R? aperto. Tale risultato &
fondamentale nella dimostrazione delle proprieta degli operatori massimali introdotti
su spazi di Sobolev.

Teorema A.4.1. Siano Q C R aperto e p € (1,+00). Si ha che lo spazio di Sobolev
WhP(Q) ¢ localmente debolmente compatto.

Dimostrazione. Siap € (1,+00). Mostriamo che ogni punto di W?(2) ammette un
intorno debolmente compatto. Sia pertanto u € W?(£2) e consideriamo un intorno
aperto del tipo

u € Bwirq) (u,1) C Wl’p(]Rd).

Mostriamo che
Bwl,p(Q) (U, 1)

¢ debolmente compatto. Per il Teorema di Banach-Alaoglu-Bourbaki tale palla
chiusa ¢ compatta rispetto alla topologia debole *. Dal momento che W1P(Q) &
riflessivo per la Proposizione A.1.1, si ha che

B(Wl,p(Q))** (u, 1) = BWlp(Q) (U, 1)7
e la topologia debole e la topologia debole *x coincidono. Pertanto,
Bwl,p(Q) (U, ].)
e debolmente compatta e cio permette di concludere dal momento che

u € Bypg) (u,1) C wte(Q).



Appendice B

Equazioni di Laplace e del calore

In questa appendice presentiamo un’introduzione all’equazione di Laplace e all’e-
quazione del calore. I testi di riferimento per i risultati di seguito riportati sono [7]
e [11].

Nella prima sezione verranno introdotte le funzioni armoniche, subarmoniche
e superarmoniche e alcune loro proprieta fondamentali. Inoltre, si provvedera a
fornire un risultato di esistenza e unicita della soluzione del problema di Laplace su
Bgra(0,R), con R € R, R > 0.

Nella seconda sezione si andra a studiare invece un’introduzione al problema del
calore, enunciando e dimostrando in seguito il principio del massimo debole.

B.1 Equazione di Laplace e funzioni armoniche

Sia Q € R? un aperto e sia u € C*(). La funzione u si dice armonica su ) se
verifica ’equazione di Laplace su €2

Au = 0. (B.1)

Studiamo di seguito le proprieta di media delle funzioni armoniche. Denotiamo con
wq la misura superficiale di dBga(0,1).

Teorema B.1.1. Siano Q C R? un aperto e u € C*(Q) una funzione armonica su
Q. Allora per ogni xz € Q er € R, r > 0, tali che Bra (z,7) C Q, si ha che

d
= d
u() wgrd /BM(M) u(y)dy

ed tnoltre )

u(z) = —/ u(o)do.
wyrd! dBga(z,r)

Dimostrazione. Siano x € Q e r € R, r > 0. Proviamo innanzitutto la seconda
uguaglianza. Per ogni p < r poniamo

1
9(p) = —_/ u(o)do.
ded ! BBRd(:E,p)

85
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e o =ux+ po’. Allora o’ € OBga(0,1) e do = p?~tdo’, pertanto

1
o) = [ et pr)do
Wd JoB,q(0,1)

Poniamo ora v(y) = u(x+py) per ogniy € Bra(0,1). Siha che Vou(y) = pVu(z+py)
per ogni y € Bpa(0, 1) ed inoltre Av(y) = p?du(z+ py) per ogni y € Bra(0,1). Segue
che, per il Teorema della divergenza,

1 d
g(p) = — / —u (v + po’) do’
8By

Wd (0,1) dp
1
=— (Vu (z + po'),o') do’
Wd JoB,4(0,1)
1
= — (Vv (o'),0") do’
WapP JoB(0,1)
1
=— Av(y)dy
WaP J B,q(0,1)
S Au (x + py) dy = 0.
Wd BRd(Ovl)

Ma allora si ottiene che g & costante e, dal momento che

1
limgr:hm—/ u(x+ po')do’
r—0t ( ) r—0t Wy 3B]Rd(0,1) ( p )
1
= u(x)— do’ = u(z),

si ha la tesi. Proviamo ora la prima uguaglianza. Integrando tra 0 e r, si ottiene che

" ) = 2 ([ )
—u(x) = — u(o)do | dp
d wd 0 aBRd(ZE,p)

1
=— u(y)dy,
Wd BRd (x,?“)

da cui segue direttamente la tesi. O]

Ci occupiamo ora della ricerca della soluzione del problema di Dirichlet sulla
palla in R% con dimensione d qualsiasi. Tale problema & costituito da un’equazione
di Laplace del tipo (B.1) e da una condizione al bordo del tipo di Dirichlet, che
assegna un dato noto alla funzione w ristretta a dBga(0, R), per un certo R € R,
R > 0. Per poter ottenere questo risultato saranno necessario alcune considerazioni
preliminari.

Sia 2 € R? un dominio limitato di classe C! e siano u,v € C?(€2). Applicando
il Teorema della divergenza alla funzione w = vVu, si ottiene la prima identita di
Green, data da

/Q (@) Au(z)dx + /Q (Vu(z), Vo(z))de = / v(@) 5= (a)do(a)

o0N
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dove n indica la normale uscente e do indica la misura superficiale su 9€). Scam-
biando i ruoli di v e v e sottraendo le due equazioni, si ottiene la seconda identita
di Green

/Q (v(z)Au(z) — u(z)Av(z)) do = /

o0

(v(m)%(m) - u(m)%(x)) do(z). (B.2)

Dato y € €, consideriamo la soluzione fondamentale normalizzata dell’equazione di
Laplace

1

O(x—y)=P(x—y|) = de—d)Zd(BRd(o,l))
5= log |z — y| sed=2

lz —yl*?  sed>2

per ogni x € R% Per ogni i € N, 1 <4 < d si ha che

1
~ dZL? (Bga(0,1

03, P(x — y) ) (2 —yi)|lw —y[™

er ogni x € R?% ed inoltre, per ogni i,7 € N, 1 < 1,5 < d, si ha che
per og

B 1
 dZL? (Bgra(0,1)) (I

8%96]@(:6 —9) T — y|25ij —d(x; —yi)(x; — yj)) |z — y!*H-

per ogni z € R% Si noti che @ ¢ una funzione armonica per ogni x € Q, = # y.
La singolarita di @ nel punto z = y ci impedisce di considerare @ al posto di v in
(B.2). Per aggirare il problema consideriamo r € R, r > 0 sufficientemente piccolo
e studiamo l'identita (B.2) su © \ Bgra(y, 7). Si ha che

/Q\%d(mé(x)Au(x)dx :/89 (@(x)%(x) — u(x)g_f(x)) do(z)

n /8 oo (@%@:) - u(x)%(ﬂi)) do ().

Si osservi ora che

ou o
/BBRd(y,T) @(x)%(ﬁ)da(ﬂv) =) /83Rd(y,r) %(I)dg(x)

< dZL (Bga(0,1)) r1d(r) sup |[Vu| — 0
Bya(0,1)

per r — 0T. Inoltre, si ha che

0P "(r u(z)do(z
Ly i@ @@ =20 [ ot

aBRd (y,T)
1

© A2 (Bra(0,1)) r /aBRd(yvr) u(@)do(z) = —u(y)
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per r — 0. Pertanto, passando al limite per » — 0T si ottiene la formula di
rappresentazione di Green

u(y) = /m (u(x)g—f(:v —y) — P(x — y)%(:)j)) da(z)%—/g@(m—y)Au(x)dx. (B.3)

Supponiamo ora che h € C' () NC*(9) sia tale che Ah = 0 in Q. Per l'identita
(B.2) si ha che

/Q h(z)Au(z)de = — /8 ) (u(x)g—z(x) - h(m)%(x)) do(z) (B.4)

Ponendo G = @ + h ¢ sommando (B.3) e (B.4), si ottiene una nuova formulazione
della formula di rappresentazione di Green

utn) = [ ()Gt - GlanGr) ) dotw) + [ Glapautais. (B3)

La funzione G = G(z,y) si dice funzione di Green per il dominio €.

Supponiamo ora che @ = Bga(0, R) per un certo R € R, R > 0. In tal caso,
¢ possibile calcolare esplicitamente la funzione di Green per Bga(0, R) tramite il
metodo delle cariche immagine. Dato x € Bra(0, R), x # 0, cerchiamo una funzione
di correzione ¢, tale che

pa(y) =P (lz —yl)
per ogni y € dBga(0, R). Si noti che, dato y € 9Bga(0, R), si ha che
|:1:—y|2 = (v —y, T — Y)pa
= y* = 2(z, y)ra + ||
= [|* = 2(z, y)pa + R?
2 2R? R*
:ﬂ <R2_ <x7y>Rd + )

R? 2 jap
<l ( fR2\ R
M (R2 oy ki B
R? YT e T Tl
ol y — 2,

2]
|z[?

pertanto x* € R?\ Bga(0, R). Segue che la funzione (y € Bga(0, R) — @ (|z| |y — z*]))
¢ armonica su Bga(0, R). Inoltre, per quanto visto, si ha che

G (|z|ly — ")) = @ (ly — =)

per ogni y € 0BRa(0, R). Pertanto, ponendo

ee(y) = D (2| (y — 27)),
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si ha che ¢, ¢ la funzione di correzione cercata e la funzione di Green per Bra(0, R)

¢ data da ¥
Cloy) — {@(Ix—yb —o(Wz-g)  sey#0
@ (|z]) ~ @(R) sey =0

per ogni x,y € Bra(0, R) tali che  # y. Si noti che G(z,y) = G(y,z) e G(x,y) <0
per ogni x,y € Bra(0, R) e, dato x € dBga(0, R), si ha che

e oG R? — |y|?
_ G _ > 0.
on (z,y) dx| (z,9) dZLY(Bga(0,1))R|x — y|¢ — ’

Pertanto, se u € C! (BRd(O,R)> N C? (Bga(0, R)), utilizzando (B.5), si ottiene la
formula integrale di Poisson

R2 — Jy|?
B4 (0,R) (Bra(0,1))R|z — y|

u(z)do(z). (B.6)

La funzione

RQ _ ‘l’|2
P —
w0 Y) = i Baa0.1)) Bl — g7

con x € Bra(0, R), y € dBra(0, R), si dice nucleo di Poisson su Bra(0, R).
Siamo ora interessati a studiare ’esistenza e unicita del problema di Dirichlet per
I’equazione di Laplace su Bra(0, R). Consideriamo innanzitutto il seguente Teorema.

Teorema B.1.2. Siano R€ R, R >0 ¢ ¢ € C(90Bgra(0, R)). Allora la funzione

u(z) = Jos, a0, Pr(@. 9)o(y)do(y)  se w € Bya(0, R)
() se & € OBga(0, R)

per ogni © € Bgra(0, R) ¢ tale che u € C? (Bga(0, R)) NC <BRd(O,R)> e Au=0 su
BRd(O, R)

Dimostrazione. 1l fatto che u sia armonica su Bgra(0, R) segue direttamente dal fatto
che G, quindi anche %, dove n indica la normale esterna a dBga(0, R), ¢ armonica
in Bga(0, R). Studiamo ora la continuita di u su 0Bga(0, R). Si noti che, applicando

la formula integrale di Poisson nel caso in cui u = I3 R Si ottiene che
R I’

/8 o FaE o) =1 (B.7)

per ogni z € Bga(0, R). Siaxg € 0Bra(0, R) esiae € R, e > 0. Dal momento che ¢ &
continua su 0Ba(0, R), esiste 0 € R, § > 0 tale che, per ogni x € dBga(0, R) tale che
|z — x0| < 9, si abbia che |¢p(x) — ¢(x0)| < €. Inoltre, dal momento che dBga(0, R)
¢ compatto, esiste M € R, M > 0 tale che |p(z)| < M per ogni x € dBga(0, R).
Segue che, per ogni x € Bra(0, R) tale che |z — zo| < g, si ha che, sfruttando (B.7),
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Pr(z,y)p(y)do(y) — »(xo)
By (0,R)

|u(z) = u(zo)| =

S

fﬁdlzy)w(y)da(y)—-w(wo)/gB o Pl ety

I
S

Bpa(0,R)

Pr(7,y) (p(y) — ¢(r0)) do(y)

I
S

9Bga(0,R)

g/’ Pala, ) lp(y) — (o) do(y)
{y€0BLa(0,R)lly—z0|<6 }
+/’ Pala, ) le(y) — o(w0)| do(y)
{y€0BLa(0,R)lly—z0|>6 }
<e+2M Pr(z,y)do(y)
{y€dBa(0,R)|ly—z0|>5}
2M (R? — |z]2) / 1
=ec+ ——do(y)
A2 (Bpa(0, R)) R J{yeom,.(0,R)ly—zol>6} 17 = Y|
OM (R? — |2[2) R1-2
< e+ .

s\d
(3)
Si noti che R? — |z]?> = |zo|? — |z|? < (|zo| — |2])* < |z — 20f* < (3)2. Scegliendo

_1
6 = (g375==) =7, si ha che |u(z) —u(xo)| < 2¢, da cui segue direttamente la tesi. O

Corollario B.1.2.1. Siano R€ R, R >0 ¢ ¢ € C(0Bga(0, R)). Allora il problema
di Dirichlet per l'equazione di Laplace su Bra(0, R)

{Au =0 su Bra(0,R) (B.8)

u=¢p su OBga(0, R)
ammette un’unica soluzione.

Dimostrazione. Per il Teorema B.1.2, la funzione u € C? (Bga(0, R))NC (BRd(O, R)>
definita da

u(z) = fBBRd(O,R) Pr(z,y)p(y)do(y) se x € Bga(0, R)
o(x) se x € 0BRra(0, R)

per ogni x € Bpa(0, R), € una soluzione del problema (B.8). Supponiamo ora che
u, v siano due soluzioni di questo tipo. Poniamo w = u — v. Allora si ha che w €

C?(Bra(0,R))NC (BRd(O, R)) e w risolve il problema di Dirichlet per 'equazione

di Laplace con dato al bordo nullo. Poniamo ora F' = (w, Vz). Si osservi che

divF = (Vw, Vw) + wAw = |Vw|?
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su Bgra(0, R). Per il Teorema della divergenza si ha che
0< / \Vw(z)Pdx = / w(x)(Vw(z),n)do(x) =0,
Bya(O,R) 0By (0,R)

da cui segue che Vw = 0, pertanto w ¢ costante. Ma siccome w(x) = 0 per ogni
x € 0Bga(0, R), si ha che w = 0, da cui segue che u = v. ]

Per concludere questa sezione, andiamo a studiare la nozione di funzione subar-
monica e superarmonica e ne dimostriamo alcune proprieta fondamentali.

Definizione B.1.3. Sia Q € R? un aperto. Una funzione u € C(Q) si dice

subarmonica su €2 se 1

ulzr) < ——— u(o)do.
@) < —s /8 1)

perognix € Qer € R, r > 0 tali che Bga(x,r) C Q. La funzione u si dice invece

superarmonica se
1

u(x) > —/ u(o)do.
( ) wdrd_l OB&(z,r) ( )

perognix € Q er € R, r > 0 tali che Bra(z,r) C Q.

Si noti che nella definizione precedente ¢ equivalente utilizzare le medie integrali
volumetriche anziché le medie integrali superficiali e le nozioni di subarmonicita e
superarmonicita non cambiano. Riportiamo di seguito una proprita fondamentale
delle funzioni subarmoniche e superarmoniche.

Teorema B.1.4. Siano Q € R? aperto e u € C*(). Allora si ha che
1. u & subarmonica su §) se e solo se Au >0 su §;
2. u & superarmonica su §2 se e solo se Au <0 su €.

Dimostrazione. Proviamo innanzitutto 1.. Supponiamo dapprima che Au > 0 su €.
Sia x € ). Allora, posto

: /
g(r) = —— u(o)do
) ward=t OBL(z,r) @)

per ogni r € R, r > 0 tale che Bra(z,7) C €2, si ha che, come nella dimostrazione
del Teorema B.1.1,

r

g’(r):—/ Au(x +ry)dy > 0.
Boa(0,1)

Wd

Ma allora si ha che g € una funzione non decrescente, da cui segue che

u(w) = g(0) < glr) = —— /8 o WD

wqrd—1
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Viceversa, supponiamo che u sia subarmonica su ). Siano x € Q er € R, r > 0,
tali che Bga(x,r) CC 2. Supponiamo per assurdo che esista xg € Bra(z,7) CC Q
tale che Au(xg) < 0. Dal momento che u € C*(Q2), si ha che Au ¢ continua in
e, pertanto, esiste 1o € (0, dist (xg, 0Bga(x,r))) tale che Au < 0 su Bga (xg, p) per
ogni p € R, 0 < p < ryg. Ripetendo il ragionamento precedente, si ottiene che g e
decrescente in (0,79), da cui segue che

1
wa) =90)> g0 = — s [ ulo)do,
wdro aBD%(mo,T())
il che ¢ assurdo. La 2. si dimostra in modo analogo. O]

Vediamo infine un’interessante proprieta delle funzioni subarmoniche in una
variabile reale, che lega subarmonicita e convessita.

Lemma B.1.5. Sia u € C(R) una funzione subarmonica su [a,b] C R, con a,b € R,
a < b. In particolare, si ha che u gode della proprieta di convessita nel punto medio.
Allora, u é convessa su |a,b).

Dimostrazione. Si noti che, per definizione di subarmonicita, si ha che

” (“;b) - wil/aBR(b;a,w) w(z)dz = M

2

Proviamo che u ¢ convessa su [a, b], ossia che
u(te+ (1 —1)) <tu(x)+ (1 —t)u(y)

per ogni z,y € [a,b], t € [0,1]. Mostriamo innanzitutto che

m m m m
o (1= ) < oo+ (-3
u (2nx+ ( oY) ) = 2nu(x) + o u(y)
per ogni z,y € [a,b], n € N, m € {k € N | 0 < k < 2"}. Procedendo per
induzione su n € N, si noti innanzitutto che, applicando l'ipotesi su u due volte,

dati z,y € [a, ],
1 1
" Gx n Zy) . (W)

_u () + (@)
- 2
3 1
< Z -
< Zule) + July)
Supponiamo ora che, dato n € N, la tesi valga per ogni k € N, k < n e dimostriamo

il fatto per n. Si ha che, dati x,y € [a,b], m € {k € N| 0 < k < 2"}, effettuando la
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divisione per 2 si ottiene che m = 2p +r, con p € N, r € {0,1}. Segue che

2 2
ﬁx—l—(l—ﬂ)y: p+7‘x+(1_ p—i—r)y

2n 2n 2n 2n

b p+r p p+r
- = 12
o o x+( on T on >y

1 D p+r P p+r
= 5 <2n—1m+ 2n—1 T+ <2 - 2n—1 - 2n—1 Yy

1/ p D Lip+r p+r
:§<2n—1x+<1_2n—1>y>+§(2n—1x+(1_2n—1 V)
Si noti che, dal momento che r € {0,1} e 0 <m < 2", si hache p,p+1e€{keN|

0 <k <2771} da cui segue direttamente che p,p+r € {k e N| 0 < k < 271}
Ma allora, per ipotesi induttiva si ha che

w(Zas (1- ) ) = ((%w—l— (1-520)y) +(;:qx+<1_;;q)y>>

2n on 2
culgmrt (L= ) y) tu(get (1 55)y)

e da cio si conclude. Per terminare la dimostrazione, mostriamo che I'insieme degli
interi diadici m
I:{2—n|nEN, m e N\ {0}, 0§m§2"}

e denso in [0,1]. A tal proposito, siano ¢ € R, ¢ > 0 e z € [0,1]. Per la proprieta
Archimedea dei numeri reali esiste n € N tale che 2% < e. Cerchiamo k € I tale che

|z — k| <e.

Poniamo m = [22"]. Dal momento che z € [0,1], si ha che 0 < m < 2". Per le
proprieta della parte intera inferiore si ha che

m=|22"] <a2" <m+1=[22"] + 1,

ossia 41
m m
— <z < ,
2n — T 2n
da cui segue che
m < 1
‘ZE — 2_77, <~ 2_”' < €.

Pertanto, si ottiene che I & denso in [0, 1], da cui segue che la disuguaglianza
u(te+ (1 —1)) <tu(x)+ (1 —t)u(y)

vale per ogni t € [0,1], dal momento che u & continua per ipotesi. Pertanto, si
ottiene che u ¢ convessa su [a, b]. O
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B.2 Equazione del calore e principio del massimo

Sia 2 ¢ R? un dominio limitato e sia T € R, T > 0. L’equazione del calore su
Q2 x [0, 7] con incognita la funzione u = u(z,t) con (z,t) € Q x [0,T] e rifornimento
q, assume la forma

ou — Au = q.

Poniamo ora

QT =0 x (O,T)

Per poter determinare, possibilmente univocamente, una soluzione dell’equazione
del calore occorre assegnare prima di tutto la condizione iniziale

u(z,0) = g()

per ogni x € (), per una certa funzione g definita su {2. Sara poi opportuno assegnare
condizioni al bordo. Tra le pit comuni troviamo:

e condizioni di Dirichlet, che assegnano la temperatura al bordo:
u(z,t) = h(z,t)
per ogni z € 99, t € (0,T], per una certa funzione h definita su 99 x (0, T;

e condizioni di Neumann, che assegnano il flusso del calore entrante o uscente

attraverso 0f2:
Opu(z,t) = h(z,t)

per ogni x € 082, t € (0,7, per una certa funzione h definita su 0Q2 x (0,77,
dove n e il versore normale esterno;

e condizioni di Robin, del tipo
Opu(z,t) + au(x,t) = h(z,t)

per ogni x € 9, t € (0,7, per una certa funzione h definita su 92 x (0,7] e
a € R, a >0, dove n ¢ il versore normale esterno;

o condizioni miste Dirichlet-Neumann. Consideriamo due sottoinsiemi non vuoti
e disgiunti dp$2 e N2 di JN tali che

002 = OpQ2 U ONS2,

poniamo
u(z,t) = hy(z,t) se (z,t) € OpQ2 x (0,7
Opu(x,t) = ho(z,t) se (z,t) € OnQ x (0,7

per certe funzioni hy e hy definite su 9Q x (0,7] e o € R, dove n ¢ il versore
normale esterno.
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L’equazione del calore su §2 x [0, 7] munita della condizione iniziale e delle condizioni
al bordo si dice problema del calore.

Studiamo ora un risultato centrale della teoria dell’equazione del calore, che
prende il nome di principio del massimo debole. Denotiamo con C?! (Q7) I'insieme
delle funzioni definite su ()7 a valori reali con due derivate continue rispetto a x;
per ogni j € N, 1 < 5 < d, e una derivata continua rispetto a t.

Definizione B.2.1. Sia Q@ C R? un dominio limitato e sia 7" € R, T" > 0. Si
definisce frontiera parabolica di Q7 I'insieme

3,Qr = (2 x {0}) U (92 x (0,T7).

Teorema B.2.2 (Principio del massimo debole). Sia u € C*' (Qr) NC (Qr) tale
che valga l’equazione del calore

ou— Au = q

con rifornimento q¢ < 0, allora il massimo di u su Qr € assunto sulla frontiera
parabolica 0,Qr e, di consequenza si ha che

HEX U = maxu.
QT 817QT

Se invece vale ’equazione del calore con rifornimento ¢ > 0, allora il minimo di u
su Qr € assunto sulla frontiera parabolica 0,Qr e, di consequenza, si ha che

min v = min u.
Qr QT

Dimostrazione. Sia € € R, € > 0 tale che T'— ¢ > 0. Mostriamo che

maxu < maxu + 7.
QT*E 8pQT

Poniamo v(x,t) = u(x,t) — et per ogni (z,t) € Q x [0,T]. Allora si ha che v risolve
I’equazione del calore
ov—Av=q—e<0.

Si deduce che il massimo di v su Q7_. ¢ assunto in un punto della frontiera parabolica
OpQr—c. Se cosl no fosse esisterebbe un punto di massimo (g, %) € Q x (0,7 — €.
In tal caso si avrebbe che

aa:j:pjv (.fU(], tO) <0

per ogni j € N, 1 < 75 < d, pertanto
Av (ZE(), to) S 0.
Inoltre, se tg < T — ¢ si ha che

&w (l’o, tg) = O,
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mentre, se to =1 — ¢, si ha che
O (xg, T —€) > 0.
In ogni caso si ottiene che
(O — Av) (29, t9) > 0,
il che e assurdo. Pertanto, si ha che

maxv = Imax v.
Qr—- IWpQr—c

Si noti ora che u(z,t) = v(x,t) + et per ogni (z,t) € Q x [0, T], pertanto,

maxu < max +e7 = max +&T < maxu + 7. (B.9)

Qr—-c Qr—- pQ1—c QT

Dal momento che u e continua in @)7, deduciamo che

max — max u
Qr—c Qr

per ¢ — 07. Passando al limite per e — 0T nella catena di disuguaglianze (B.9), si
ottiene che

max v < maxu,

@ apQT

da cui segue direttamente la tesi.
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