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Introduzione

I moduli sono degli oggetti fondamentali dell’algebra commutativa, per lo stu-
dio di essi & particolarmente rilevante la costruzione di risoluzioni iniettive e pro-
iettive; tali risoluzioni possono avere lunghezza finita o infinita. Dato un modulo
su un anello, ci si puo chiedere se esso ammetta una risoluzione iniettiva o proiet-
tiva finita: gli oggetti di indagine di questa tesi sono i cosiddetti anelli Gorenstein,
i quali sono caratterizzati dal fatto di ammettere una risoluzione iniettiva finita
come moduli su se stessi.

I moduli iniettivi sono piuttosto complicati e, a maggior ragione, scrivere delle
risoluzioni iniettive di un modulo non é per nulla facile. Per questo motivo, ci
si occupa per prima cosa di fornire un teorema di caratterizzazione per gli anelli
Gorenstein, dopodiché si dimostra che tale classe di anelli si va ad inserire tra
altre due classi note: gli anelli regolari e Cohen-Macaulay.

Vengono poi introdotti gli anelli di Stanley-Reisner, i quali si ottengono quo-
zientando K[xy,...,x,] con un ideale monomiale squarefree. La loro peculiarita
sta nel fatto che esiste una corrispondenza biunivoca tra essi e i complessi simpli-
ciali su [n] : sfruttando tale bigezione, si riescono a caratterizzare alcune proprieta
algebriche (ad esempio la proprietd Gorenstein) di un anello tramite le proprieta
topologiche del complesso simpliciale ad esso associato; tutto cid permette, tra le
altre cose, di provare il fatto che ’anello di Stanley-Reisner di una sfera ¢ Goren-
stein.

In ultima istanza, si studiano le serie di Hilbert delle K-algebre graduate

standard, in particolare il rapporto tra la proprietd Gorenstein e la simmetria
e I'unimodalita dell’h-vettore.
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Capitolo 1

Conoscenze preliminari

In questo capitolo vengono introdotte le principali nozioni preliminari per la

comprensione degli argomenti trattati nei capitoli successivi. I risultati esposti

non vengono dimostrati.

1.1

Notazione

Quando ci si riferisce ad un anello A, si intende, a meno di differenti pre-
cisazioni, un anello commutativo unitario. La lettera K indica invece un
qualunque campo.

Dati A e B due oggetti di una categoria, si scrive A = B quando i due
oggetti sono isomorfi nella suddetta categoria.

Dati M, N due A-moduli, M — N indica una mappa iniettiva di A-moduli
e M — N una mappa surgettiva di A-moduli.

Dato A un anello locale, il suo ideale massimale ¢ denotato con m e il suo
campo residuo con k := A/m.

Dato p € Spec(A), A, ¢ un anello locale con ideale massimale pA,. Il campo
residuo viene denotato con k(p) = A,/pA,.

S denota Klxi,...,z,|, la K-algebra graduata standard su N o N". Tl
massimale irrilevante si denota con m = (xy,...,z,).

Dato M un A-modulo, la sua dimensione di Krull viene denotata con dim(M).



1.2 Alcune proprieta degli A-moduli

In questa sezione vengono enunciate alcune proprieta importanti legate ai
moduli.

Definizione 1.2.1. Sia M un A-modulo e I C A un ideale, allora si definiscono:

o ['annullatore di M
Amny(M)=0:4 M ={a € A:Vyenu(am =0)} C A;
o [insieme degli vdeali primi minimali di 1
Min(T) = {p € Spec(A) : T € p A Facspec(T € @ C 9)} € Spec(A),
ponendo, inoltre, Min(A) := Min((0));
e [insieme dei primi associati a M
Assy (M) == {p € Spec(A) : Inemqo3(p =0:4 m)} C Spec(A).
Osservazione 1.2.2. Sia M un A-modulo. Si dimostra che p € Spec(A4) é un

primo associato a M se e solo se esiste una mappa iniettiva di A-moduli A/p — M.

Proposizione 1.2.3. Sia A un anello noetheriano e M 2 {0} un A-modulo
finitamente generato, allora 0 < |Assa(M)| < +oo.

Proposizione 1.2.4. Sia A un anello noetheriano, M un A-modulo finitamente
generato e I == Anny(M). Allora Min(1) C Assa(M).

In particolare, se M = A, si ha che I = Anns(A) = (0) e percio Min(A) =
Min((0)) C Assa(A).

Proposizione 1.2.5. Sia M un A-modulo finitamente generato e S C A un
sistema moltiplicativo. Allora Mg = {0} se e solo se S N Anny (M) # 0.

Proposizione 1.2.6. Sia A noetheriano e M un A-modulo finitamente generato.
Allora ¢ possibile trovare una serie di decomposizione (SD)

{0}=MyCM G- CM =M

con la condizione che, per ogni i € {1,...,r}, esista p; € Spec(A) tale che
M;/M;_1 = A/p;; la serie di decomposizione, in questo caso, ha lunghezza r. Vale
inoltre che Assa(M) C {p1,...,p,} e che Min(Annas(M)) = min({p1,...,pr}),

b

dove gli elementi minimali sono presi rispetto alla relazione d’ordine ” C 7 sugli

ideals.



Definizione 1.2.7. Sia A noetheriano, M un A-modulo finitamente generato e
(O} M MG CM=M

una sua SD. La serie di decomposizione si dice a quozienti semplici (SDS) se,
per ogni i € {1,...,r}, esiste m; € Specm(A) tale che M;/M;_y = A/m,.

Proposizione 1.2.8. Sia A noetheriano e M un A-modulo finitamente generato
che ammetta una SDS, allora tutte le SDS di A hanno la stessa lunghezza

Definizione 1.2.9. Sia A noetheriano e M un A-modulo finitamente generato.
Si definisce la lunghezza di M come A-modulo:

t  se M ammette una SDS di lunghezza t

lA(M) = {

+o00  se M non ammette una SDS

Teorema 1.2.10. Sia M un A-modulo finitamente generato. Allora sono fatti
equivalentu:

(i) 14(M) < 400
(11)) M e un A-modulo noetheriano e artiniano
Proposizione 1.2.11. Sia
0—M,—--—= M — My—0

una successione esatta di A-moduli, i quali hanno tutti lunghezza finita. Allora

n

> (—1)1a(M;) = 0.

=0

Lemma 1.2.12 (di Nakayama). Sia (A,m) un anello locale e M un A-modulo
finitamente generato tale che M = mM, allora M = {0}.

1.3 Complessi di A-moduli

In questa sezione verranno introdotte le principali definizioni riguardanti i
complessi di A-moduli.
Siano M e N A-moduli e @ : M — N un omomorfismo (o piu brevemente mappa)
di A-moduli. Si ricordano i seguenti A-moduli:

e il nucleo di «, Ker(a) :={m € M : a(m) =0};
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e I'immagine di o, Im(a) :={n € N : J,,ep(a(m) =n)};
e il conucleo di o, Coker(a) := N/Im(a).
Definizione 1.3.1. Un complesso di catene Cy di A-moduli é formato da:
e una famiglia di A-moduli {Cy,}nez;
o una famiglia di mappe di A-moduli {d,, : C,, = Cy_1}nez tale che
dp_10d,:C, — C,_o
sia la mappa nulla per ogni n € Z.

Per ogni n € Z si considerano I’A-modulo degli n-cicli Z,(C,) = Ker(d,) e
quello degli n-bordi B, (C,) == Im(dp1).
Poiché Cy & un complesso di catene, si ha che B, (Co) C Z,(C,) C C,, e si definisce
I’A-modulo
Hy(Ca) = Zn(C4)/Bn(Ch),

detto n-esimo modulo di omologia di Cl.

Se é pit comodo avere gli indici crescenti, si possono dare le seguenti definizioni.

Definizione 1.3.2. Un complesso di cocatene C* di A-moduli é formato da:
e una famiglia di A-moduli {C"}cz;
e una famiglia di mappe di A-moduli {d"™ : C"™ — C™"*1},cz tale che
d"tod": C" — "2
sia la mappa nulla per ogni n € Z.

Per ogni n € Z si considerano I’A-modulo degli n-cocicli Z™(C*) == Ker(d") e
quello degli n-cobordi B™(C*®) := Im(d"™1).
Poiché C* & un complesso di cocatene, si ha che B"(C*) C Z"(C*) C C™ e si
definisce I’A-modulo
H™(C?) = 2™(C*)/B"(C*),

detto n-esimo modulo di coomologia di C*.

Le definizioni successive che si daranno per i complessi di catene valgono
analogamente per complessi di cocatene, ponendo C" =C_,, e d" :=d_,,.



Definizione 1.3.3. Un morfismo fra due complessi (di catene) di A-moduli
f:Xe—Y,

¢ una collezione di mappe di A-moduli {f, : X,, = Yn}nez tale che il sequente
diagramma sia commutativo
fn—l

Xpog —— Yo
ovvero, per ognin € Z, fn_10dX =d¥ o f,.
La composizione di due morfismi di complessi (di A-moduli) f : Xe — Y, €

g: Y, = Z, &
gof:Xe— Z,,

dove (go f)n = gn o fn € le condizioni di commutativita sono verificate.
Un morfismo di complessi f : Xo — Yo st dice isomorfismo se f, é un
1somorfismo per ogni n € 7.

Definizione 1.3.4. Un complesso di A-moduli X, si dice esatto se, per ogni
n € 7,
H,(X,) = {0}.

In tal caso usa dire anche che
e —= X — X, — X — L

¢ una successione (o sequenza) esatta di A-moduli.

Una successione esatta di A-moduli del tipo

0— K25 M5 N—0

st dice successione esatta corta.

Una successione di complessi
0— X, v, % Z,—0
st dice esatta corta se, per ogni n € Z, la successione
0— X, 25y, 25 7, —0

e esatta corta.



Osservazione 1.3.5. Dato f : X, — Y, morfismo di complessi, esso induce, per
ogni n € Z, un morfismo di A-moduli

T folz) .

1.4 Funtori di A-moduli

Definizione 1.4.1. Un funtore covariante F nella categoria degli A-moduli é
un’assegnazione:

o M — F (M), per ogni A-modulo M;

o, F(N)), per ogni mappa di A-moduli «,

o (M 25 N) s (F(M)
tale che:

o F(1a) = gy, per ogni A-modulo M;

e F(Bfoa)=F(B)o F(a), per ogni coppia di mappe di A-moduli che f,g che
i possano comporre

Un funtore controvariante F' nella categoria degli A-moduli é un’assegnazione:

o M — F(M), per ogni A-modulo M;

iGN F(M), per ogni mappa di A-moduli c,

° (ML>N) — (F(N)
tale che:

o ['(1n) = lroy, per ogni A-modulo M;

o F(foa)= F(a)o F(pB), per ogni coppia di mappe di A-moduli che f,g che
$i possano comporre

Le definizioni che verranno date per funtori covarianti valgono anche per funtori
controvarianti con le opportune modifiche.

Definizione 1.4.2. Un funtore covariante F si dice additivo (rispettivamente
A-lineare) se, dati M, N due A-moduli,

Hom (M, N) — Homu(F(M), F(N))

¢ un omomorfismo di gruppi (rispettivamente di A-moduli).
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Osservazione 1.4.3. e [ funtori A-lineari sono in particolare additivi;

e un funtore additivo F' manda un complesso di A-moduli C, in un complesso
di A-moduli F(C,).

Definizione 1.4.4. Sia F' un funtore covariante additivo. Se per ogni sequenza
esatta corta di A-moduli

0K —-M-—=>N-—=0

vale che . ..

e 0 —» F(K)— F(M)— F(N)— 0 ¢ esatta, I si dice esatto.
e 0 —» F(K)— F(M) — F(N) é esatta, F si dice esatto a sinistra.

e F(K)— F(M)— F(N)— 0 ¢ esatta, F' si dice esatto a destra.
Esempio 1.4.5. Per ogni A-modulo M :

e il funtore Homy (M, —) é covariante esatto a sinistra;

e il funtore Homy4(—, M) ¢ controvariante esatto a sinistra;

e i funtori M ®4 — e — ®4 M sono covarianti esatti a destra.

Ora si enuncia un risultato utile sul rapporto tra i funtori Hom e ®.

Proposizione 1.4.6. Siano B un anello e un A-modulo, M, P, N dei B-moduli
(e quindi anche A-moduli). Allora vale:

Hom (M, Homp (P, N)) = Homp(M ®4 P, N).

1.5 Risoluzioni di A-moduli

Definizione 1.5.1. Un A-modulo P si dice proiettivo se, per ogni mappa surget-
tiva di A-modult f : M — N e per ogni mappa di A-moduli g : P — N, esiste una
mappa h : P — M tale che g = f o h.



Un A-modulo E si dice iniettivo se, per ogni mappa iniettiva di A-moduli
f: N <= M e per ogni mappa di A-moduli g : N — FE, esiste una mappa di
A-moduli h : M — FE tale che g = ho f.

E
R
Elh Tvg
M %TN

Un A-modulo X si dice piatto se il funtore — @4 X (o0 equivalentemente il
funtore X ®4 —) ¢ esatto.

Lemma 1.5.2. Sia M un A-modulo, allora:

e il funtore Homy (M, —) ¢ esatto se e solo se M ¢ proiettivo;

e il funtore Hom(—, M) ¢ esatto se e solo se M ¢ iniettivo.

Esempio 1.5.3. Sia S C A un sistema moltiplicativo allora Ag ¢ un A-modulo
piatto

Proposizione 1.5.4. Un A-modulo P ¢ proiettivo se e solo se é un addendo
diretto di A-modulo libero, ovvero se esistono un A-modulo () e n € N tale che
P& Q= A" In particolare ogni ogni A-modulo libero & anche proiettivo.

Ci sono dei casi particolari nei quali, per A-moduli finitamente generati, le
nozioni di proiettivo e libero coincidono. Non ¢ troppo difficile dimostrare che
questo fatto vale se A ¢ un anello locale, mentre ¢ molto piu complicato (Teorema
di Quillen e Suslin) dimostrare che tale risultato vale per gli anelli di polinomi a
coefficienti in un campo.

Osservazione 1.5.5. La categoria degli A-moduli ha abbastanza proiettivi, cioé,
dato un A-modulo M, esistono un A-modulo proiettivo P e una mappa surgettiva
di A-moduli f: P — M.

Dato {m;}ic; un insieme di generatori di M, basta infatti considerare P = A!
(che ¢ libero, quindi proiettivo) e f la mappa A-lineare definita da f(e;) = m;.

Definizione 1.5.6. Dato un A-modulo M, una risoluzione proiettiva di M é un
complesso di A-moduli P, tale che:

o P, =0 per ogni i < 0;

o P ¢é proiettivo per ogni i € N;



e csiste fo: Py — M tale che P, LM —0¢un complesso esatto.

Per ogni A-modulo M ¢ possibile costruire una risoluzione libera (quindi pro-
iettiva) di M nel sequente modo:

\/\/

Ker(f1) Ker( fo)

dove, per ogni i, f; € la mappa surgettiva costruita nell’Osservazione Li
e l'tmmersione e d; == 1;_1 0 f;. Si verifica immediatamente che P, & un complesso
esatto.

Teorema 1.5.7 (Criterio di Baer). Un A-modulo E ¢ iniettivo se e solo se, per
ogni ideale I C A, ogni mappa di A-moduli f : I — E si estende ad una mappa
h:A— FE.

E
=
Sh T\ff

Proposizione 1.5.8. La categoria degli A-moduli ha abbastanza iniettivi, cioe,
dato un A-modulo M, esistono un A-modulo iniettivo E e una mappa iniettiva di

A-moduli f : M — E.

Definizione 1.5.9. Dato un A-modulo M, una risoluzione iniettiva di M ¢é un
complesso di A-moduli E* tale che:

o E' =0 per ognii < 0;
o E' ¢ iniettivo per ogni i € N;
o csiste e : M — EY tale che 0 — M — E* ¢ un complesso esatto.

Per ogni A-modulo M ¢é possibile costruire una risoluzione iniettiva di M nel
sequente modo:

\/\/

Coker(e Coker( do

M—-=




dove, per ogni i, (' ¢ la mappa iniettiva data dal Teorema 7t ¢ la pro-

iezione al quoziente e d' = "7t o wt. Si werifica immediatamente che E® & un

complesso esatto.

1.6 Funtori derivati

Sia F' un funtore covariante additivo esatto a destra e M un A-modulo. Sia
P, una risoluzione proiettiva di M e si consideri il complesso F'(P,)

P P
s F(Py) 2 ppy B pipy) 0,

In generale F'(P,) non é esatto in alcuna posizione omologica; inoltre, dal fatto
che F' ¢ esatto a destra, segue che

Ho(F(P,)) =2 F(M).

Si dimostra inoltre che, se si considera un’altra risoluzione proiettiva ), di M,
vale per ogni 7 € N
Hi(F(P)) = Hi(F(Q.)).

Quest’ultimo fatto permette di definire, per ogni i € N, l'i-esimo funtore
derivato sinistro di F, denotato con L;F e definito da:

L;F(M) = H;(F(P,)).

Nella prossima definizione si estende questo ragionamento e si introduce 1'a-
naloga nozione di funtore derivato destro.

Definizione 1.6.1. Sia F' un funtore additivo esatto a destra.

e Se F ¢ covariante, per ogni A-modulo M si sceglie una risoluzione proiettiva
P, di M e si definisce, per ogni i € N, [-esimo funtore derivato sinistro di
F

LiF(M) = Hy(F(P.)).

e Se F' ¢é controvariante, per ogni A-modulo M si sceglie una risoluzione iniet-
tiva E* di M e si definisce, per ogni i € N, [i-esimo funtore derivato sinistro
di F:

L;F(M) = H;(F(E*)).

Sia F' un funtore additivo esatto a sinistra.
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e Se F' ¢ controvariante, per ogni A-modulo M si sceglie una risoluzione pro-
tettiva Py di M e si definisce, per ogni v € N, li-esimo funtore derivato
destro di F':

R'F(M) = H'(F(R,)).

e Se F' ¢ covariante, per ogni A-modulo M si sceglie una risoluzione iniettiva
E* di M e si definisce, per ogni i € N, li-esimo funtore derivato destro di

F:
R'F(M) = H(F(E*)).

Teorema 1.6.2. Sia 0 — K i> M L N — 0 una successione esatta corta di

A-moduli e sia F' un funtore covariante esatto a destra. Allora, per ogni n €

N*, esiste una mappa di A-moduli L,F(N) On, L, 1F(K) tale che la sequente

successione ¢ esatta:

i 3 L F(N) 2 Ly F(K) — Ly F(M) — Ly F(N) 275

o LF(N) 2 LoF(K) = LoF(M) = LyF(N) — 0.

Analogamente il teorema vale, con le opportune modifiche, per funtori contro-
varianti e/o esatti a sinistra.

L’esistenza di tale successione esatta lunga, con ’aggiunta di ulteriori ipotesi,
caratterizza i funtori derivati.

Proposizione 1.6.3. Sia F' un funtore di A-moduli covariante esatto a destra e
sia una successione di funtori {T;F };en che soddisfi le sequenti proprieta:

(i) ToF = F;
(i1) per ogni A-modulo proiettivo M e per ogni i € N*| si ha che T;F (M) = {0};
(111) data una successione esatta corta di A-moduli
0 >K—>M-—N —Q0,
esiste una successione esatta lunga come nel teorema precedente
0i—1

<o TF(N) % T F(K) = Ty F(M) = T, F(N)

- 5 TyF(N) 25 F(K) — F(M) = F(N) = 0.
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Allora, per ognii € N, T, FF = L;F ¢ l’i-esimo funtore derivato sinistro di F.

La proposizione vale, analogamente, se F' & controvariante e/o esatto a sinistra
con le sequenti modifiche. Se F ¢é esatto a sinistra, T;F sara li-esimo funtore
derivato destro di F. Se F' é controvariante esatto a sinistra, la proprieta (ii) deve
valere sempre per gli A-moduli proiettivi, mentre negli altri due casi deve valere

per gli A-moduli iniettivi.
Teorema 1.6.4. Siano M, N due A-moduli. Allora, per ognin € N :
o (Ly(—®a M))(N) = (L, (N ®4 —))(M) =: Tor;} (M, N);
o (R"(Homs(M,—)))(N) = (R"(Homa(—, N)))(M) =: Exty (M, N).

In particolare Tor( (M, N) = M @4 N e Ext) (M, N) = Hom,(M, N).

Inoltre, per ogni n € N, vale Torfl‘(M, N) = Torfl‘(N, M).

1.7 Sequenze regolari

Definizione 1.7.1. Sia A un anello locale noetheriano tale che dim(A) = d. Si
dimostra che esistono xq,...,xq € m tali che m = \/(x1,...,x4). In tal caso vale
che, per ognii € {1,...,d}, dim(A/(xq,...,2;)) =d —i.

Elementixzq,...,xq € m con le caratteristiche sopra citate, formano un sistema
di parametri per A.

Definizione 1.7.2. Sia M un A-modulo e a € A. L’elemento a si dice M -regolare
se:
{m e M :am =0} = {0}.

7

Una sequenza "ay,...,a,” € A si dice sequenza M -regolare (o anche solo

M -sequenza) se:

e perognii € {1,...,n}, a; é m-regolare;
M
° (a1,.-san)M % {O}
Esempio 1.7.3. Siano ai,...,a, € S dei monomi di grado positivo. Allora
"ay,...,a,” & una S-sequenza se e solo se, per ogni i,j € {1,...,7r} con i # j,

MCD(CL,L', a]) =1.
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Osservazione 1.7.4. In generale non ¢ vero che una permutazione di una M-
sequenza ¢ ancora una M-sequenza. Una condizione sufficiente affinché questo
fatto valga ¢ che per A e M valga il lemma di Nakayama (ad esempio se A ¢ locale
e noetheriano e M ¢ finitamente generato).

Lemma 1.7.5. Sia A noetheriano, I C A un ideale e M 2 {0} un A-modulo.
Allora I contiene un elemento M -regolare se e solo se Homy(A/I, M) = {0}.

Lemma 1.7.6. Sia I C A un ideale, M un A-modulo e "aq,...,a,” una M-
sequenza contenuta in I. Allora:

M

Hom, (A/I’ (a1, ...,a,)M

) ~ Fxt” (A/I, M).

Teorema 1.7.7 (di Rees). Sia A noetheriano, I C A un ideale e M un A-modulo
tale che M # IM. Allora tutte le M-sequenze massimali contenute in I hanno la
stessa lunghezza data da:

min{n € N: Ext’y(A/I, M) 2 {0} }.

Osservazione 1.7.8. Siano M, N degli A-moduli e @ € Anns(N). Si dimostra
che, per ogni n € N,

a-Exty (N, M) = a- Ext%(M,N) = a-Tor?(N, M) = a- Tor2 (M, N) = {0}.

Inoltre, se M, N sono finitamente generati come A-moduli, allora Ext” (M, N)
e Tor?(M, N) sono finitamente generati come A-moduli.

Definizione 1.7.9. Sia (A, m) locale e noetheriano e sia M un A-modulo finita-
mente generato. Si definisce profondita di M come:

depth(M) := min{n € N : Ext"(k, M) 2£ {0}}.

Proposizione 1.7.10. Sia A locale noetheriano e M un A-modulo finitamente
generato, allora
depth(M) < dim(M).

Definizione 1.7.11. Sia A locale e noetheriano e sia M 2 {0} un A-modulo
finitamente generato. M si dice Cohen-Macaulay (CM) se depth(M) = dim(M).

Proposizione 1.7.12. Sia M un A-modulo Cohen-Macaulay, allora M é puro,
ovvero, per ogni p € Assa(M), vale che

dim(A/p) = dim(M).
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Proposizione 1.7.13. Sia A locale noetheriano e M 2 {0} un A-modulo finita-

mente generato. Se "ay,...,a,” € una M-sequenza, allora valgono:

e depth(M/(ay,...,a,)M) = depth(M) — n;
o dim(M/(ay,...,an)M) = dim(M) — n.
Ne seque che M ¢ Cohen-Macaulay se e solo se lo é M/(ay,...,a,)M.

Definizione 1.7.14. Un anello locale e noetheriano A si dice Cohen-Macaulay
se A ¢ un A-modulo Cohen-Macaulay.

Proposizione 1.7.15. Se (A, m) ¢ Cohen-Macaulay e p € Spec(A), allora A, ¢
ancora un anello Cohen-Macaulay.

Quest’ultima proposizione permette di definire in modo consistente gli anelli
Cohen-Macaulay anche in ambito non locale, nel seguente modo.

Definizione 1.7.16. Sia A noetheriano. A si dice Cohen-Macaulay se, per ogni
p € Spec(A), accade che A, é Cohen-Macaulay. Per la proposizione precedente, é
sufficiente verificare tale proprieta per ogni m € Specm(A).

1.8 Il complesso di Koszul
Definizione 1.8.1. Sia M un A-modulo.

e L’algebra tensoriale associata a M ¢ l’anello graduato (non commutativo in
generale):

T(M) =P M,

ieN
dove M® =M @--- @ M (i volte).
e L’algebra esterna associata a M ¢ l’anello graduato:
AM = T(1)/J

dove J = (m®&m :m € M). La classe di un elemento my®---@m; € T(M)
¢ denotata con my A --- Am;.

Osservazione 1.8.2. Sia F' = A™ un A-modulo libero con base {ej,...,e,} e
ke {0,...,n}, allora A* F := (A F);, ha come base

{eg N Nej, 1 1<y <+ <y, <n},
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n 7

dunque /\F:@ (/\F) %éA@).

i=0
La struttura moltiplicativa di A F' é data da:

(6,’1 ARERNA eik) A (6ik+1 ARERNA eik+h) =
_ 0 s€ {ila"'7ik}ﬂ{ik+1a"'7ik+h}%@
(—1)59”(")eig(1) A A€, altrimenti

dove ¢ € I'unica permutazione di k + h elementi tale che

lo(1) <+ < lo(kth)-
Definizione 1.8.3. Un anello A si dice graduato su Z se

A= @Ak e perogni h,k € Z, ALAr, C Apig.
keZ

Se per ogni k < 0 vale che Ay, = {0}, allora si dice che A ¢ graduato su N. Si
osservi che A & una Ag-algebra: se vale che A = Ao[A1], allora si dice che A ¢
una Ag-algebra graduata standard.

Definizione 1.8.4. Un’algebra graduata C' = EBC} st dice grado-commutativa

ieN
se, per ogni u € C; e per ogni v € C}, valgono:

o uv = (—1)vu;
o u?> =0 sei ¢ dispari.

Un’algebra grado-commutativa si dice DG-algebra se esiste un omomorfismo di
gruppi abeliani 0 : C' — C' tale che:

1. per ognii € N, 0(C;) C C;_q;
2. 02 =0;
3. per ogniu € C; e per ogni v € C, d(uv) = d(u)v + (—1)ud(v).

Osservazione 1.8.5. Sia C' = @, C; una DG-algebra. Poiché, per ogni i € N,
C; ¢ un Cp-modulo, 'ultima condizione di DG-algebra rende 0 una mappa di
Co-moduli, che puo essere vista come somma diretta delle seguenti mappe di
Co-moduli:

0=EPoi, cond; =9, :Ci— Cry.

1€EN

15



In virtu di tutto cio e delle condizioni (i) e (i7) di DG-algebra, si ha il seguente
complesso di Cy-moduli

o; 8; o, 0 o B 8
. = Ci+1 +1)C¢—)Ci_1—1)...—2>01—1>00—0>

il quale viene denotato con Ci.

Si possono distinguere i seguenti Cy-moduli:

e icicli di C,, Z(C,) = Ker(0 @ Ker(0 @ Z;i(C

ieN €N
e i bordi di C,, B(C,) =P m,) =P Bi(C
€N €N
o Tomologia di Cy, H(Cl) = Z(C.)/B(C.) = P Hi(C
ieN
Definizione 1.8.6. Siano ai,...,a, € A. Il complesso di Koszul associato a

ai,...,a, € la DG-algebra:
K(ay,...,an;A) = /\A", con d(e;) = a;,
dove {eq,...,e,} ¢ una base di A™ come A-modulo.

Osservazione 1.8.7. La mappa 0 é univocamente determinata dalla sua azione
su K(ay,...,a,; A);. Infatti quest’ultimo genera K (ay, ..., a,; A) come A-modulo
e la proprieta (iii) delle DG-algebre implica che 0 agisce nel modo seguente: sia
se{l,....nteu=ep A---Neg, € K(ay,...,a,;A)s, allora

= aper, N Neg A Aeg,

Definizione 1.8.8. Sia M un A-modulo € aq,...,a, € A. Il complesso di Koszul
associato a ay, ..., a, a coefficienti in M é:

K(ay,...,ap; M) = K(ay,...,a,;A) @4 M.

Osservazione 1.8.9. Come A-modulo vale la decomposizione:
K<a17"‘7an;M> - K(alw"aan;A) ®AM = @(K<a17"‘7an;A)i XA M) =
= Aren).
i=0

con /\A” ®a M ~ 4(%) R4 M = Mm@,
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Osservazione 1.8.10. Dato M un A-modulo, si denotano:
o Z(ay,...,an; M) = Ker(0® idy);
o Blay,...,an,; M) =1Im(0 ® idy);
o H(ay,...,an; M) = Z(ay,...,an; M)/B(ay,...,a,; M).

Essi indicano, rispettivamente, i cicli, i bordi e 'omologia di Koszul associati a
ai,...,a, a coefficienti in M.

Come gia visto in precedenza per una qualsiasi DG-algebra, il complesso di
Koszul puo essere visto come un complesso di catene di A-moduli, che viene de-
notato con K, (qui si omettono I’A-modulo M e gli elementi aq, ..., a,).

Con questa notazione si ha che 'omologia di Koszul é isomorfa alla somma
diretta delle omologie del complesso K,. Per questo motivo si utilizza la notazione

Hi(al,...,an;]\/[) = H(al,...,an;]\/[)i.
Lemma 1.8.11. Sia [ = (ay,...,a,) € A un ideale e M un A-modulo. Allora
Ho(ay,...,apn; M) = M/IM e Hy(ay,...,a,; M) = Anny,(I).

Tutta questa costruzione permette di ottenere il seguente, importantissimo,

risultato per il quale, a partire da una sequenza A-regolare ag,...,a,, si ottiene
una risoluzione libera dell’A-modulo A/(ay, ..., a,).
Teorema 1.8.12. Sia ay,...,a, una sequenza A-regolare, allora A/(ay,...,an,)

ammette la sequente risoluzione libera come A-modulo:

n
7

0—>A—>A”—>---—>A<)—>---—>A"—>A—>A/(a1,...,an)—>0.

La risoluzione é ottenuta utilizzando il complesso di Koszul associato ad aq, . .., a,
a coefficientt in A e si pud quindi riscrivere come:

0 =K, A/(ai,...,a,) — 0.

1.9 Anelli regolari e risoluzioni libere minimali

Sia (A, m) locale noetheriano e I C A un ideale. Una conseguenza del lemma
di Nakayama é il fatto che qualsiasi sistema minimale di generatori per I abbia la
stessa cardinalita
p(I) = dimyg (I /mI).
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Poiché A ¢ locale, si ha che ht4(m) = dim(A) e, grazie al teorema dell’altezza
di Krull, ht4(m) < p(m). Allora valgono le disuguaglianze:

depth(A4) < dim(A) < p(m).
Come visto in precedenza, quando la prima disuguaglianza ¢ un uguaglianza
si dice che A ¢ Cohen-Macaulay.

Definizione 1.9.1. Un anello locale noetheriano (A, m) si dice regolare se
dim(A) = p(m).

Esempio 1.9.2. Due importanti classi di anelli che sono regolari sono i campi
(m = (0) e dim(K) = 0) e gli anelli delle serie formali a coefficienti in un campo

Kz, ... x,] (dm(K [z, ... 2,]) =n = p((z1,...,24))).

La classe degli anelli regolari ¢ contenuta in un’altra classe di anelli molto
importante, infatti vale il seguente teorema.

Teorema 1.9.3. Gli anelli regolari sono domini.

Esempio 1.9.4. Nel teorema precedente non vale il viceversa. Per trovare un
controesempio basterebbe prendere un dominio che non ¢ un anello locale, ma,
dato che successivamente verra data la definizione di anello regolare anche nel
caso non locale, si vuole costruire un dominio locale che non sia regolare.

Sia R = K[xz,y]/(y® — 2?), il quale ¢ un dominio locale. Si pud mostrare che
'unico ideale massimale m = (z,y)/(y* — 2?) ha altezza htg(m) = 1, tuttavia non
é principale. Dunque vale

htp(m) =1 # 2 = p(m).
Si conclude che R non ¢ un anello regolare.
Vi é un’altra classe di anelli che contiene quella degli anelli regolari, infatti,
ricordando le disuguaglianze
depth(A) < dim(A) < p(m),

si dimostra che, sorprendentemente, se la seconda disuguaglianza ¢ un’ugua-
glianza allora vale lo stesso per la prima, ovvero vale il seguente teorema.

Teorema 1.9.5. Gli anelli regolari sono Cohen-Macaulay.

Esempio 1.9.6. Il viceversa del teorema precedente é falso. Si consideri infatti
lanello R := K[z]/(z*) : I'unico ideale primo di R ¢ p = (z)/(2?) e cio ha le

seguenti conseguenze:
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e p ¢& anche 'unico ideale massimale (ed essendo I'unico primo ha altezza 0),
quindi (R,p) ¢ un anello locale di dimensione 0, in particolare ¢ Cohen-
Macaulay poiché la profondita non puo assumere valore negativo;

e R non ¢ un dominio, quindi, per il Teorema [1.9.3, non é regolare.

Ora si introduce la definizione di una proprieta molto importante, la quale
"misura" la complessita di un modulo

Definizione 1.9.7. Sia M un A-modulo e P, una sua risoluzione proiettiva. La
lunghezza di P, ¢ definita come:

[(P,) =inf{n € N: Vis, (P, = {0})}.
St definisce poi la dimensione proiettiva di M come:
projdim 4 (M) := min{l(P,) : P. risoluzione proiettiva di M}.

Osservazione 1.9.8. Se (A,m) ¢ regolare, allora projdima(k) < dim(A). Per
vedere questo fatto basta osservare che, poiché A é in particolare Cohen-Macaulay,
prendendo una qualunque sequenza A-regolare "ay, ..., a,” massimale in m, (qui
dim(A) = n) vale che m = (ay,...,a,). Come gia visto, sotto tali ipotesi si ha
che K(ay,...,a,;A) (il quale ha lunghezza n) ¢ una risoluzione libera di k per il

Teorema [1.8.12]

Per calcolare la dimensione proiettiva di un A-modulo M non basta trovare una
risoluzione proiettiva di M, ma essa deve avere lunghezza minima possibile. Ora
si cercano di caratterizzare, nel caso locale, queste risoluzioni proiettive (quindi
libere), che vengono chiamate minimali.

Notazione 1.9.9. Fino alla fine di questa sezione, gli anelli che si prendono sono
sempre locali noetheriani e tutti gli A-moduli sono finitamente generati.

Definizione 1.9.10. Una risoluzione libera di un A-modulo M
N N L N Ny S N ) )
¢ detta minimale (e viene abbreviata con RLM) se, per ogni i € N*,
Im(d;) C mF;_;.

Osservazione 1.9.11. Poiché i moduli della risoluzione sono liberi, ammettono
una base e, grazie a ci0, é possibile rappresentare le mappe tramite delle matrici. Si
osserva che una risoluzione libera ¢ minimale se e solo se tutte le matrici associate
alle mappe hanno entrate in m.
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Esempio 1.9.12. Se”ay,...,a,” ¢ una sequenza A-regolare, allora K (ay,...,a,;A)
¢una RLM di A/(ay,...,a,) come A-modulo, infatti le matrici associate alle map-
pe del complesso di Koszul hanno entrate in (a4, ...,a,) C m.

Per chiarificare, ecco K(a,b,c; A) :

c -b —c 0
—b a 0 —c

a 0 a b [a b c]
0— A y A3 y A3 > A — 0.

Si osserva che, in generale, le matrici associate alle mappe di K(aq,...,a,; M)
non dipendono dall’A-modulo M, ma solo da a1, ..., a,.

Osservazione 1.9.13. Dato un A-modulo M 2 {0}, nell’applicare il processo
descritto nella Definizione [1.5.6] si puo utilizzare il seguente accorgimento che
permette di ottenere una RLM. Quando si considera un sistema di generatori per
M o per Ker(f;), se si sceglie minimale si pud dimostrare che la condizione di
minimalita della Definizione [L9.10] ¢ verificata.

Teorema 1.9.14. Sia F, una RLM di un A-modulo M con F; = AP per ogni
1 € N. Allora
f3; = dimy (Tor* (M, k)).

Questo risultato giustifica 1’aggettivo minimale: infatti, poiché i Tor? non
dipendono dalla risoluzione libera scelta, allora segue che una RLM di un A-
modulo M ha la lunghezza minimale tra tutte le possibili risoluzioni libere di M
(e segue anche che tutte le RLM hanno la stessa lunghezza).

Un’altra conseguenza di questo teorema ¢ il fatto che i 3; sono invarianti per M.
Percio si puo dare la seguente definizione.

Definizione 1.9.15. Sia M un A-modulo e sia
e AP AP AP s M 0

una sua RLM. I numeri 5;(M) = B; si chiamano numeri di Betti di M.
Segue immediatamente la seguente proposizione.

Proposizione 1.9.16. Sia M 2 {0} un A-modulo, allora

projdim 4 (M) = sup{i € N : §;(M) # 0}.
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Corollario 1.9.17. Sia M 2 {0} un A-modulo, allora
projdim 4 (M) < projdim 4 (k).
Corollario 1.9.18. Sia A regolare di dimensione n. Allora
projdim 4 (k) = n.

Per mostrare questo fatto si utilizza il complesso di Koszul analogamente a

quanto visto nell’Esempio |1.9.12.

La dimensione proiettiva e la profondita di un modulo sono legate dal seguente
teorema.

Teorema 1.9.19 (di Auslander-Buchsbaum). Sia M un A-modulo di dimensione
protettiva finita, allora

projdim 4 (M) + depth(M) = depth(A).

Si ¢ finalmente pronti per dare un teorema di caratterizzazione per gli anelli
regolari.

Teorema 1.9.20 (di Auslander-Buchsbaum-Serre). Sia A un anello locale noe-
theriano. Sono fatti equivalenti:

1. A ¢ regolare;

2. per ogni A-modulo M, projdim 4(M) < +o0;

3. per ogni A-modulo M, projdim 4(M) < dim(A);
4. projdim 4 (k) < +oo;

5. projdim 4 (k) = dim(A).

Questo teorema di caratterizzazione permette di estendere la definizione di
anello regolare ad anelli non locali, analogamente a quanto fatto per gli anelli
Cohen-Macaulay.

Corollario 1.9.21. Sia A un anello regolare. Allora, per ogni p € Spec(A), si ha
che Ay ¢é regolare.

Il corollario precedente non si riesce a dimostrare direttamente con la defini-
zione: 1'utilizzo di Teorema [[.9.20] & cruciale.
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Definizione 1.9.22. Un anello (anche non locale) noetheriano A si dice regolare
se, per ogni p € Spec(A), A, & un anello regolare. Per la proposizione precedente,
¢ sufficiente verificare tale proprieta per ogni m € Specm(A).

Un esempio di anello regolare non locale ¢ dato dal seguente teorema.

Teorema 1.9.23. S = Klxy,...,x,] & un anello regolare. Inoltre ¢ l'unica K-
algebra graduata standard ad avere questa proprieta.

1.10 Caso graduato

Invece degli anelli locali si puo considerare il caso in cui A sia una K-algebra
noetheriana graduata standard su N. Queste ultime non sono in generale degli
anelli locali, ma hanno comunque un ideale massimale che, pur essendo non I'unico,
& "speciale" rispetto agli altri massimali. Ci si riferisce al massimale irrilevante,
ovvero all’ideale che contiene tutti gli elementi omogenei di grado positivo: esso
é I'unico ideale massimale omogeneo!

Notazione 1.10.1. Quando un modulo graduato su Z non ha elementi di grado
negativo, si dice che ¢ graduato su N. Si ricorda che S denota la K-algebra di
polinomi K[xzq,...,z,] graduata standard su N (gradazione grezza).

In questa sezione un S-modulo M sara sempre graduato.

Osservazione 1.10.2. Si puod dimostrare ogni K-algebra noetheriana graduata
standard ¢ isomorfa a S/I, per qualche I C S ideale omogeneo.

Definizione 1.10.3. Sia A un anello graduato tale che dim(A) = d. Allora
esistono degli elementi omogenei xq, . ..,xq € A tali che, per ognii € {1,...,d},

dim(A/(xq,...,2;)) =d — 1.

Elementizq,...,xq € m con le caratteristiche sopra citate, formano un sistema
di parametri omogenei per A.

Quando si considerano i moduli graduati, un oggetto fondamentale per il loro
studio ¢ la sua funzione di Hilbert.

Definizione 1.10.4. Sia M un S-modulo finitamente generato. La funzione di
Hilbert dv M ¢é la mappa:

HF ), : k € Z — dimg (M) € N.
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La serie di Hilbert di M ¢ la serie formale:

HSy(t) =Y HFy(k)t* € Z[1].
keZ

Teorema 1.10.5. Sia M un S-modulo finitamente generato con dim(M) = d.
Allora esiste un polinomio hy(t) € Z[t] tale che hp (1) #0 e

ha(t)

HSu(t) = 7

har st chiama h-polinomio di M. Se hy(t) = ho 4+ hqit + - -+ + hgt®, il vettore
(ho, ..., hs) & detto h-vettore di M.

Lemma 1.10.6. Sia M un S-modulo finitamente generato e l € S1 un elemento
S-regolare, allora

hae(t) = hoaayaym (1)

Ora si riformulano alcune definizioni e alcuni risultati che valgono nel caso
locale con le dovute modifiche. Per prima cosa & molto utile avere il lemma di
Nakayama.

Lemma 1.10.7 (di Nakayama, caso graduato). Sia M un S-modulo graduato
finitamente generato tale che M = mM, allora M = {0}.

Definizione 1.10.8. Un omomorfismo di S-moduli f : M — N si dice omogeneo
se, per ogni i € N, f(M;) C N;.

Definizione 1.10.9. Sia M un S-modulo. Una risoluzione libera graduata di M
¢ una risoluzione libera in cui tutte le mappe sono omogenee.

Se f € S un polinomio omogeneo non nullo di grado d € N, allora S/(f) & un
S-modulo graduato finitamente generato. Se si prova a costruire una risoluzione
libera nel consueto modo:

0— S 85S/(f) =0,

dove 91(1) = f e w(1) = 1. Si vede subito che, se d # 0, la mappa 9; non
é omogenea. Questo problema si risolve modificando il grado degli elementi di
quanto serve.

Definizione 1.10.10. Sia M un S-modulo, il suo sfasato di k € Z ¢ I’S-modulo
graduato M (k) isomorfo a M come S-modulo e tale che, per ogni i € Z,
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Con questo metodo, si ha che una risoluzione libera graduata di S/(f) come

S-modulo é:
0— S(—d) 2 S5 S/(f) — 0,

dove 9;(1) = fen(1) =1.

Osservazione 1.10.11. In generale, dato S-modulo graduato (anche non finta-
mente generato) M & sempre possibile costruire una sua risoluzione libera graduata
nel seguente modo.

Sia {my ; : j € Iy} un insieme di generatori omogenei di M e si consideri

Fy = @S(—dw), con dy ; = deg(my,).

Jjelo
In questo modo, I'unica mappa S-lineare che estende
fol@jEFo'—>m07j€M

¢ una mappa di S-moduli surgettiva e omogenea. Poiché f, ¢ omogenea, si ha
che Ker(fy) ¢ un S-modulo graduato e quindi ¢ possibile ripetere il processo fino
ad ottenere la seguente risoluzione libera graduata Fj :

\/\/

Ker(f) Ker(fo)

In questo caso si ha che, per ogni i € N, un insieme di generatori di Ker(f;) ¢
{m;j : j € I,} e si costruisce

Fi = @ S(—d, ), con d; ; = deg(m; ).
JEL;

Se M é finitamente generato, allora nei passi appena descritti & possibile sce-
gliere ogni volta un sistema di generatori finito e si puo scrivere una risoluzione
graduata di M come:

2 D S B P S Lo,

JEN jEN

dove f3; ; € il numero di generatori di grado j di M (se i = 0) o di Ker(9;,_1) (se
i>1).
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Se ci si restringe ai moduli finitamente generati, & possibile avere una nozione
di minimalita per le risoluzioni libere graduate analoga a quella del caso locale.

Definizione 1.10.12. Sia M un S-modulo finitamente generato, allora una riso-
luzione libera graduata

B PS5 B @S5y M0
jeN jEN
si dice minimale (RLGM) se, detto F; = @S(—j)ﬁi*j, si ha che, per ogni

J€EN
1€ N, Im(@zﬂ) Q mE

Come nel caso locale, una risoluzione libera graduata ¢ minimale se e solo
se tutte le matrici associate alle mappe hanno tutti i coefficienti nel massimale
wrrilevante m.

Sempre in analogia con il caso locale, per ottenere una RLGM basta scegliere
nel processo descritto nell’Osservazione [I.10.11] ogni volta un sistema minimale di
generatori.

Proposizione 1.10.13. Sia M un S-modulo finitamente generato e sia data una
sua RLGM

B PS5 B @ sy Mo,

jeN jeN
allora B; ; = dimg (Tor] (M, K);).

Definizione 1.10.14. Sia M un S-modulo finitamente generato. Si chiamano

numeri Betti graduati di M i numeri §5; ;(M) = f; ;; la loro somma B; = Zﬁm’

¢ li-esimo numero di Betti totale di M. Ovviamente B; = dim g (Tor? (M, I](G)N)

Corollario 1.10.15. Sia M un S-modulo finitamente generato. Allora
projdimg(M) = max{i € N : 5;(M) # 0}.

Come nel caso locale vale che

projdimg(M) < projdimg(K).
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Definizione 1.10.16. Per un S-modulo graduato M si definisce, similmente al
caso locale, la profondita

depth(M) :== min{i € N : Exty(K, M) 2 {0}}.
M si dice Cohen-Macaulay se
depth(M) = dim(M).

Osservazione 1.10.17. La Definizione|l.10.16|¢é coerente con quella data nel caso
locale. Infatti si puo vedere che un S-modulo graduato M ¢ Cohen-Macaulay se

e solo se M, e Cohen-Macaulay per ogni p € Spec(S) tale che M, 2 {0}.

Teorema 1.10.18 (di Auslander-Buchsbaum, caso graduato). Sia M un S-modulo
finitamente generato. Allora

depth(M) + projdimg(M) = n.

1.11 Risoluzioni iniettive

In questa sezione vengono studiate le risoluzioni iniettive. I moduli inietti-
vi sono in generale pitt complicati di quelli proiettivi, ma le risoluzioni inietti-
ve minimali possono essere definite per un anello qualunque e per un modulo
qualunque.

Definizione 1.11.1. Sia ¢ : M — N un’inclusione di A-moduli. ¢ si dice esten-
sione essenziale di M se, per ogni L C N A-sottomodulo non nullo, si ha che

(M) N L # {0}

Osservazione 1.11.2. Ovviamente, se ¢ : M < N é un’estensione essenziale di
M, allora, per ogni N-sottomodulo K tale che «(M) C K, si hachet: M — K ¢
un’estensione essenziale.

Proposizione 1.11.3. Sia ¢ : M — N un’inclusione di A-moduli. Allora esiste
K C N A-sottomodulo tale che M — K ¢ massimale tra le estensioni essenziali
di M contenute in N.

Definizione 1.11.4. Un’estensione essenziale M — N ¢ detta estensione essen-
ziale massimale di M se ogni estensione essenziale N < N’ ¢ banale (ovvero é
un isomorfismo).
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Proposizione 1.11.5.

(i) Un A-modulo é iniettivo se e solo se non ha estensioni essenziali non banali;

(i1) sia M — E un’inclusione di A-moduli, con E iniettivo. Se M — N ¢é un’e-
stensione essenziale massimale di M in E, allora é un’estensione massimale
di M (in particolare, N ¢é iniettivo grazie a (i));

(i1i) L’estensione essenziale massimale di un A-modulo é unica a meno di iso-
morfismo (non canonico).

La proposizione precedente permette di dare la seguente definizione.

Definizione 1.11.6. Sia M un A-modulo. L’involucro iniettivo di M ¢& la sua
estensione massimale, che si denota con E4(M). Esso ¢ il pit piccolo A-modulo
meettivo che contiene M.

Definizione 1.11.7. Dato un A-modulo M, una risoluzione iniettiva di M
0 MSE S gt Ly
si dice minimale se: E° = E (M), E' = Ex(Coker(e)) e, per ogni i € N,
E? = E,(Coker(d)).

Osservazione 1.11.8. La risoluzione della definizione precedente si dice minimale
perché quando si costruisce una risoluzione iniettiva di M (come nella Definizione
1.5.9)

M—-=

\/\/

Coker(e Coker( do

si scelgono gli E' in modo che siano i pitt piccoli A-moduli iniettivi possibili
che rendono la successione esatta.

Analogamente a quanto avviene per le risoluzioni proiettive, € possibile definire
la nozione di dimensione iniettiva.

Definizione 1.11.9. Sia M un A-modulo e E®* una sua risoluzione iniettiva. La
lunghezza di E® ¢ definita come:

I(E®) == inf{n € N : Vo, (B = {0})}.
St definisce poi la dimensione iniettiva di M come:

injdim 4 (M) := inf{l{(E*®) : E*® risoluzione iniettiva di M}.
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Si dimostra, come nel caso proiettivo, che una risoluzione iniettiva minima-
le (RIM) di un A-modulo M ha la lunghezza minima rispetto a tutte le altre
risoluzioni iniettive di M.
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Capitolo 2

Anelli Gorenstein e teorema di
caratterizzazione

Nel capitolo precedente sono stati introdotti gli anelli Cohen-Macaulay e gli
anelli regolari e si & visto che ogni anello regolare ¢ Cohen-Macaulay. Questa tesi
si concentra sullo studio dei cosiddetti anelli Gorenstein.

In questo capitolo viene data la definizione di anello Gorenstein e viene di-
mostrato un teorema che caratterizza tali anelli in vari modi. Successivamente
verra mostrato che il fatto di essere Gorenstein é una proprieta intermedia tra la
regolarita e la proprieta Cohen-Macaulay.

Definizione 2.0.1. Sia A un anello locale noetheriano. A si dice Gorenstein se
injdim 4 (A) < +o0.

Lemma 2.0.2. Sia M un A-modulo e n € N. Allora injdim4(M) < n se e solo
se, per ogni ideale I C A, Ext’\"' (A/I, M) = {0}.

Osservazione 2.0.3. Si dimostra che, se A é noetheriano, basta controllare la
seconda implicazione per ogni ideale primo.

Dimostrazione.

(=) Sia I C A un ideale qualsiasi. Per calcolare Ext"*'(A/I, M) si pren-
de una risoluzione iniettiva E*® di M, poi si applica il funtore covariante
Homa(A/I,—) e si prende la coomologia (n + 1)-esima. Se si considera E*
una risoluzione iniettiva minimale di M, per ipotesi é lunga al pitt n. Allora:

E"tt 2= {0} = Homyu(A/I, E") = {0} = Ext}"(A/I, M) = {0}.
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(<) Caso n = 0. Si considera la successione esatta corta
0—-1—-A— A/l -0,

la quale induce, per il Teorema [1.6.2] la successione esatta lunga che inizia
con

0 — Homyu(A/I, M) — Homu(A, M) — Hom(I, M) — Exty(A/I, M).

Poiché per ipotesi ExtY(A/I, M) = {0}, la mappa
HOIIlA(A, M) — HOIIlA(I, M)

¢ surgettiva. Allora, per ogni f € Homy (I, M), esiste g € Homa (A, M) tale
che f = gou (dove v : I — A & l'inclusione). Quest’ultimo fatto implica,
per il Teorema che M ¢ iniettivo e quindi che injdim 4 (M) = 0.

Caso n > 0. Sia
0—M— E*

una risoluzione iniettiva di M, allora si puo’ ottenere la successione esatta

dn—Q

0—M-—=E'"— ... = E"? %~ E"! — Coker(d"?) — 0.

Osservando il seguente diagramma:

si nota che una risoluzione iniettiva di C' :== Coker(d"?) ¢ data da una parte
della risoluzione iniettiva di M :

0—C<S B D gt
Allora é chiaro che, calcolando il funtore Ext per M e per C| si ottiene che
Ext’;" (A/I, M) = Exty(A/I,C).

Utilizzando lo stesso ragionamento del caso n = 0, si ottiene che C ¢ iniettivo
e quindi injdim 4(M) < n.

30



]

Proposizione 2.0.4. Siano (A, m) un anello locale noetheriano, p € Spec(A) e
M un A-modulo finitamente generato. Allora, per ognin € N,

(EXtZX(Ma A))P = EXth (MPJ AP)

Dimostrazione. Si ricorda che Ext’(—, A), ¢ I'n-esimo funtore derivato destro
del funtore controvariante esatto a sinistra Homu(—, A). Allora, per calcolare
Ext’ (M, A), si prende Fy, = (F),,d,)nen una risoluzione libera (A ¢ locale) di
M come A-modulo

d d d
—>F2—2—>F1—1—>F0—0—>M—>0,

si applica il funtore Hom 4(—, A)

-+ < Homu(Fy, A) <—dé Homy (F, A) <—di Homy (Fp, A)
e si calcola, per ogni n € N,
Ker(ds )
Im(dy)

I

H"(Homu(F,, A))

Sia, per ogni n € N, F,, = A™. Si osserva che, poiché A, ¢ un A-modulo piatto,
la successione

da®id g,

2 Y1 d1®ida, Yo do®ida,
e AP @ A, S AN @y Ay —— A0 @, A,

—— M ®s A, =0,

la quale corrisponde a

(d2)p (d1)p (do)p
s AP Ay > AP > M, — 0,
¢ ancora esatta e, percio, F, ®4 A, ¢ una risoluzione libera di M, come A,-
modulo. Applicando il funtore Hom 4, (—, A,) si ottiene:

o+ Homy, (A2, Ay) <22 Homa, (A7, A,) <22 Hom, (A2, Ay).

Allora si ha che, per ogni n € N,

Ker(<dn+1);) ~ Ker(d;-i-l)p ~

Im((d,);)  Im(di),

Ext}, (M,, Ay) = H"(Homy, (Fy ©a Ay, Ay))

12

~ Ker(d; 1) ~ n ~ n
S (W)p = (1" (Hom(Fa, A)))y = (Exth(M, ).
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Lemma 2.0.5. Siano M, N due A-moduli e x € A un elemento A-regolare e
M -regolare tale che x € Anny(N). Sia B == A/(x) e M := M/(x)M, allora:

(i) Homu (N, M) =2 {0} e, per ognin € N, Ext’;"' (N, M) = Exty(N, M);
(ii) Ext’y (M, N) = Ext,(M, N) per ogni n € N;

(i) Tor’(M,N) = Tor? (M, N) per ognin € N.

Dimostrazione.

(i) Per la prima parte, sia f € Homu (N, M) e si osserva che, per le ipotesi su
r €A,

wf(1) = fz-1) = f(0) = 0 == (1) =0 = f=0.

Si dimostra ora la seconda parte dell’enunciato. Si definisce il funtore con-
trovariante esatto a sinistra 7" := Ext’y™'(—, M). Poiché x € Anny(N) ed &
M-regolare, il Lemma garantisce che

T°(N) = Homy4 (N, M)

e, nuovamente poiché x € Ann,y(NV), gli A-omomorfismi sono anche B-
omomorfismi (il viceversa vale sempre), dunque

Hom (N, M) = Homg(N, M).

Dal momento che x & A-regolare, si ha che la seguente successione esatta

0-AS5A—5B—=0

¢ una risoluzione libera minimale di B, dunque vale che projdimy,(B) = 1.
Si osserva ora che, per calcolare T"(B), si deve iniziare prendendo una riso-
luzione proiettiva di B : allora, per n # 0, T"(B) = {0}.

Sia ora L un B-modulo proiettivo. Per il Teorema [1.5.4] esistono &k € N e L’
un B-modulo tale che L @ L' = B* e, per l'additivita di 77,

per ogni n #0, T"(L) & T"(L) = (T™(B))" = {0}.
Quindi, per ogni n # 0, T"(L) = {0}. Dalla Proposizione [1.6.3 segue che
T™ & I'n-esimo funtore derivato destro del funtore controvariante esatto a

sinistra Homp(—, M), dunque 77 (N) = Exty (N, M).
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(i) Si prova per prima cosa che, per n # 0, Tor?(M, B) = {0}. Se n > 1, segue
dal fatto che projdima(B) = 1. Se n = 1, si considera la successione esatta
corta

0-A5%A—-B—0,

dalla quale ho una successione esatta lunga
co+ = Torf (M, A) = Tor (M, B) — M®4A 229 M@, A — M®4B — 0.

Poiché A & un A-modulo libero, Tor{'(M, A) = {0}. Quindi la successione
diventa:
0— Tor{(M,B) - M 5% M — M — 0

e, poiché x & A-regolare, la mappa -z € iniettiva. Da tutto cio segue che
Tor{(M, B) = {0}.
Sia ora una risoluzione libera di M come A-modulo
Ly — M — 0,
si applica il funtore — ® 4 B e si ottiene il complesso
Le@sB—M®ysB>2M—0,

che ¢é esatto in posizione omologica 0 perché —® 4 B ¢ esatto a destra e nelle
altre posizioni omologiche per quanto appena visto. Allora L, ®4 B & una
risoluzione libera di M come B-modulo. Si conclude che, per ogni n € N,

Ext’y(M,N) = H"(Homa(Le, N)) =2 H"(Homp(Le ®4 B,N)) =
= Exty (M, N),

dove il secondo isomorfismo segue dalla Proposizione [I.4.6] e dal fatto che

Homp (B, N) = N.

(iii) Utilizzando la stessa costruzione di prima, si ha che, per ogni n € N,

Tory (M, N) = H,(Le ®4 N) = H,((Le ®4 B) ®5 N) = TorZ(M, N).
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Lemma 2.0.6. Sia (A,m) un anello locale noetheriano, M un A-modulo fi-
nitamente generato e p € Spec(A) tale che hta(m/p) = 1. Allora, per ogni
n €N,

Ext} ™ (k, M) = {0} = Ext}(A/p, M) = {0}.

Dimostrazione. Sia x € m \ p, allora si ha la successione esatta corta
0— A/p = Alp — A/(p+ (x)) — 0.

Essa induce la successione esatta lunga

0 — Homyu(A/(p + (z)), M) — Homa(A/p, M) = Homu(A/p, M) — ...
- = Ext(A/(p + (x)), M) — Ext’ (A/p, M) =5 Ext™(A/p, M) — ... (2.1)

Dal fatto che ht4/,(m/p) = 1, segue che I'unico ideale primo di A che contiene
p+ () ¢ m. Allora y/p + () = m, quindi p + (x) ¢ m-primario.

Ponendo N = A/(p + (x)), il quale ¢é finitamente generato come A-modulo, si
puo costruire una sua serie di decomposizione

{0} =NyC N, C---CN, =N,

tale che, perogni k € {1,...,7}, Ni/Nx_1 = A/py, con p+(z) C pi € Spec(A).
Per quanto osservato prima, in questo caso si ha che, per ogni k € {1,...,r},
P = m.

Si possono considerare allora, per quanto appena visto, le seguenti successioni
esatte corte al variare di k € {1,...,7}:

0— N1t > N —k— 0.

Esse inducono le solite successioni esatte lunghe, dalle quali ¢ possibile estra-
polare le seguenti successioni esatte:

Ext’;" (k, M) — Ext’;™ (Ny, M) — Ext%™ (N1, M).

Poiché Ny =2 {0} e, per ipotesi, Ext;! (k, M) =2 {0}, la precedente successione
esatta garantisce che Ext’,"'(N;, M) =2 {0}; procedendo con una facile induzione,
si trova che Ext”{*'(N, M) = {0}. Sostituendo in , si ottiene

Ext’(A/p, M) = Ext’y(A/p, M) — 0.
Per Nakayama, segue che Ext’ (A/p, M) = {0}. O
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Lemma 2.0.7. Sia (A,m) un anello locale noetheriano, M un A-modulo fi-
nitamente generato e p € Spec(A) tale che hta(m/p) = d. Allora, per ogni
n €N,

Ext’i"(k, M) = {0} = Ext} (k(p), M,) = {0}.

Dimostrazione. Siap =py C p; C --- C pg = m una catena di primi distinti di A.
Per il Lemma [2.0.6] Ext™™~1(A/p,_1, M) = {0} e, localizzando a p,_1, si ottiene
che Ext’y" ! (k(pa-1), My, ,) = {0}.

Si ricorda che, dati ¢ C p due ideali primi di A, vale (A4;)q = A,. Allora ¢
possibile iterare il ragionamento appena fatto per ottenere la tesi. O

Definizione 2.0.8. Un ideale I C A si dice irriducibile se, dati J,K C A due
ideali tali che I = JN K, si ha che I = J oppure I = K.

Per la dimostrazione del teorema, ¢ utile mostrare un fatto riguardante gli
anelli locali artiniani.

Proposizione 2.0.9. Sia A un anello locale e artiniano. Sono fatti equivalenti:

(i) I C A ¢ un ideale minimale non nullo;

(11) esiste f € Homy(k, A) non nulla tale che Im(f) = I.

Dimostrazione.

((i) = (i1)) Sia I € A un ideale minimale non nullo. Poiché gli A-sottomoduli di A
sono esattamente gli ideali di A, I ¢ un A-sottomodulo minimale non nullo.
Considerando A come A-modulo, esso ¢ artiniano e noetheriano: allora A
ammette una SDS di ideali che si puo far partire da I :

0)=2AcAi=ICAC---CA=A
Allora, poiché dim(A) =0 (A ¢ artiniano), Spec(A) = {m} e
I 2 A 2 A /A= A/m=k.
Essendo I un ideale minimale, esso é forzato ad essere principale, ovvero,

per qualche a € A~ {0}, si ha che I = (a). Allora si pud prendere la mappa
A-lineare f : 1 € k — a € A e si ha che f ¢ non nulla (a # 0) e che

Im(f)=1.
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((77) = (i)) Sia f € Homa(k, A) non nulla: si deve provare che Im(f) ¢ un ideale
minimale non nullo di A. Sia, per assurdo, J un ideale di A tale che

(0) & J & Im(f).

Allora esiste un elemento z € J non nullo e sia a € A tale che f(a) = z;
sia poi un generico y € Im(f) e sia b € A tale che f(b) = y. Poiché k ¢ un
campo, esiste ¢ € A tale che ca = 1. Allora

y= f(B) = bf(T) = bf(ca@) = bef (@) = bea,

ovvero y € J. Dall’arbitrarieta di y € Im(f), si ottiene che Im(f) C J, che ¢
una contraddizione.

O

Teorema 2.0.10 (Caratterizzazione Gorenstein). Sia (A,m) un anello locale
noetheriano di dimensione n. Sono fatti equivalenti:

(i) A ¢ Gorenstein;
(1) injdim 4 (A) = n;

k sei=n
{0} sei#n’

(iv) esiste i > n tale che Ext’(k, A) = {0};

(iii) Ext’(k, A) = {

k selL=mn
{0} sei<mn’

(v) Exty(k, A) = {
(vi) A ¢ un anello Cohen-Macaulay e Ext’y(k, A) = k;

(vit) A & un anello Cohen-Macaulay e ogni ideale di A generato da un sistema di
parametri per A é irriducibile;

(viii) A & un anello Cohen-Macaulay ed esiste un ideale di A generato da un
sistema di parametri per A che sia irriducibile.

Dimostrazione. Per la dimostrazione si segue la seguente strada:

(i) = (i1) = (iii) = (iv) = (1)] e [(iii) = (v) = (vi) = (vii) = (viid) = (iid)).
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((1) = (i)

Sia 7 = injdim4(A). Sia p € Min(A) tale che ht,/(m/p) = n = dim(A),
allora pA, € Min(4,). La Proposizionem garantisce che pA, € Assy,(4,)
e, per I'Osservazione [1.2.2, Hom, (k(p), A,) 2 {0}. Per il Lemma si
ha che Ext” (k, A) 2 {0}, percio r > n.

Resta da provare che r < n : si procede per induzione su r.
Caso r = 0. Poiché n € N, la tesi ¢ sempre verificata.

Caso r > 0. Si consideri T := Ext"; (—, A), il quale é un funtore controvarian-
te esatto a destra: cio segue dalla successione esatta lunga indotta dal funto-
re Hom4(—, A) e dal fatto che, per ogni A-modulo M, Ext’;™ (M, A) = {0}.
Dunque, per il Lemma 7 esiste p € Spec(A) tale che T'(A/p) 2 {0}.

Se p # m, si considera x € m \ p, allora dalla successione esatta

0—A/p S Alp

si ottiene la successione esatta
T(A/p) = T(A/p) =0

e per il lemma di Nakayama T'(A/p) = {0}, che ¢ una contraddizione.

Resta solo la possibilita che p = m, quindi 7'(k) 2 {0}. Deve accadere che
m ¢ Ass(A), altrimenti dalla successione esatta 0 — k — A si otterrebbe la
successione esatta T'(A) = {0} — T'(k) — 0, che sarebbe una contraddizio-
ne.

Allora m contiene un elemento A-regolare z. Si consideri B = A/(x),
allora, per il Lemma [2.0.5, per ogni ¢ € N e ogni B-modulo N, si ha
che Exti;(N, B) = Ext’/'(N, A), allora injdimp(B) = r — 1. Per ipotesi
induttiva, r — 1 = dim(B) = n — 1, quindi n = r.

Si procede per induzione su n.

Caso n = 0. Poiché dim(A) = n = 0, si ha che m € Min(A), allora, per la
Proposizione [1.2.4, m € Ass,(A). Dunque Homy(k, A) 2 {0}, ovvero esi-
ste f € Homu(k, A) non nulla e, poiché k & un campo, essa & anche iniettiva.
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((#i1) = (iv))
() = (i)

La seguente successione esatta
0—-k—A
induce la successione esatta
A = Homyu(A, A) — Homa(k, A) — 0,

la quale implica che Homy4(k, A) & generato (come A-modulo) da un elemen-
to. Siano inoltre m € m e f € Homy(k, A), allora

mf(1) = f(m) = f(0) = 0;

quindi m € Ann,y(Homa(k, A)). Allora Homy(k, A) ¢ anche un k-modulo,
ovvero un k-spazio vettoriale e, poiché non é nullo ed é generato da un
elemento, si ha che Homa(k, A) = k. Poiché A ¢ iniettivo, per i # 0,
Exty (k, A) = {0}.

Caso n > 0. In questo caso, m contiene un elemento A-regolare z (come
visto nell'implicazione (i) = (ii)) e, per il Lemma [I.7.5], Homu(k, A) =
{0}. Detto B = A/(x), per il Lemma e il Lemma [2.0.5, si ha che

injdimg(B) = n — 1 = dim(B) e, sempre per il Lemma e per ipotesi
induttiva vale:

| | 0} se0<i<
Bxti, (i, A) = Exti-L(k, By = 4 (0} se0<i<n
k sei=n

La dimostrazione & banale.
Si dimostra per induzione su n.

Caso n = 0. Poiché dim(A) = n = 0, si ha che Spec(A4) = {m}, quindi dal
Lemma [2.0.2] si ha che injdim4(A) < i < +o00, ovvero A ¢ Gorenstein.

Caso n > 0. Sia p # m un ideale primo di A e si pongano d = hty,,(m/p)
e B = A,. Dal Lemma segue che Ext;%(k(p), B) = {0}. Osservando
che dim(B) < dim(A) —dim(A/p) = n —d < n, si ha, per ipotesi induttiva,
che B ¢ Gorenstein.

Sfruttando il fatto che (i) = (i7), si trova che

injdimg(B) = dim(B) < n < i;
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dunque, per ogni A-modulo finitamente generato M,

(EXtZ(Ma A))p = EXtiB(Mpa B) = {0}
Il primo isomorfismo segue dalla Proposizione [2.0.4]

Se si pone T'(M) = Ext’\(M, A), si ottiene che
Supp(T'(M)) = {p € Spec(A) : T(M), £ {0}} C {m};

infatti, per ogni ideale primo p # m, si é verificato precedentemente che vale

T(M), = Extly(M;, B) = {0}.

Per la Proposizione dato p € Spec(A) si ha che p € Supp(T'(M)) se e
solo se A~ pNAnna(T(M)) # 0 (ovvero, Anny(T'(M)) € p). Per quanto
visto in precedenza, cid implica che Anny (T (M)) = A (cioe, T(M) = {0})
oppure che Min(Anny(7T(M))) = {m}; se ci si trova in quest’ultimo caso,
si ha, grazie alla Proposizione [1.2.6 che 1'unico primo che compare in una
SD per T'(M) (che esiste, poiché esso & Noetheriano) ¢ m, dunque 7'(M) ha
lunghezza finita.

Ora si vuole provare che, per ogni p € Spec(A), T(A/p) = {0}. Se per
assurdo esiste p € Spec(A) tale che T'(A/p) 2 {0}, si considera P massimale
rispetto a tale proprieta. Per ipotesi si ha che T'(k) = {0}, allora P # m :
allora si considera x € m \. P e si ottiene la successione esatta corta

0—A/P 5 AP — AJ(P+ (z)) — 0. (2.2)

Poiché A/(P+(x)) ¢ un A-modulo finitamente generato, ¢ possibile prendere
una sua serie di decomposizione

0= My C M, C CMSgA/(P+(ZE))7
tale che, per ogni k € {1,...,s}, My/My_1 = A/pg, con P+ (x) C py €

Spec(A). Per la massimalita di P, per ogni k € {1,...,s}, T(A/px) = {0}. Si

considerano la seguenti successioni esatte corte al variare di k € {1,...,s}:

0—= Mgy — M — A/pr, — 0.
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((#i1) = (v))
((v) = (vi))

((vi) = (vitr))

Si hanno le solite successioni esatte lunghe indotte dal funtore derivato destro
di Homy4(—, A), dalle quali é possibile estrapolare le successioni esatte

Poiché My = {0} e, per quanto visto in precedenza, per ogni k € {1,...,s},
T(A/pr) = {0}, si ottiene che T'(M;) = {0}; procedendo con una facile
induzione, si trova che

T(A/(P + (x))) = T(M,) = {0},

Ora alla successione esatta in si associa, come prima, la successione
esatta lunga indotta dal funtore derivato destro di Homy4(—, A), all'interno
della quale si trova il seguente complesso esatto

T(A/(P+ (2)) =0 = T(A/P) = T(A/P).

La mappa A-lineare -z & quindi iniettiva; tale mappa é anche surgettiva (in-
fatti, se non lo fosse, si avrebbe che Im(-z) C T(A/P) sarebbe un sottomo-
dulo tale che l4(Im(-z)) < I4(T(A/P)), ma cio sarebbe assurdo poiché, per
Viniettivita di -z, si ha che Im(-z) = T(A/P)). AlloraT(A/P) = (x)T'(A/P)
e, per Nakayama, T'(A/P) = {0}, che ¢ una contraddizione.

Allora si ¢ dimostrato che, per ogni p € Spec(A), T'(A/p) = {0} : dal Lemma
segue che injdimy4(A) < 4, in particolare injdimy(A) < n, ovvero A ¢&
Gorenstein.

La dimostrazione & banale.

La dimostrazione segue direttamente dalla Definizione di profondita di
un anello e dalla Definizione di anello Cohen-Macaulay.

Dato che A ¢ Cohen-Macaulay per ipotesi, un sistema di parametri per A

2 7

x1,...,%,” & anche una sequenza A-regolare. Preso B = A/(z1,...,x,),
allora si ha:

Homp(k, B) = Homy(k, B) = Ext’y (k, A) = k,

dove il primo isomorfismo vale perché (zy,...,z,) € Anna(k), mentre il
secondo segue dal Lemma [I.7.6]
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((vidi) = (iii))

Poiché B ¢ noetheriano e ha dimensione 0 (quando si riduce modulo una
sequenza regolare lunga d, la dimensione cala di d), ¢ anche artiniano. La
formula precedente e la Proposizione[2.0.9|garantiscono che B abbia un unico

ideale minimale non nullo, sia esso I/(z1,...,x,). Siano J, K due ideali non
nulli di A che contengono strettamente (xq,...,x,), allora J/(z1,...,2,) e
K/(x1,...,x,) sono due ideali non nulli di B ed entrambi, per la minimalita

di I/(z1,...,x,), devono contenerlo, quindi J/(xy, ..., z,)NK/(z1,...,2,) #
(0). Sollevando il tutto ad A, si ha che J N K # (z1,...,2,). Si conclude
per arbitrarieta di J e K.

La dimostrazione & banale.

Dato che A ¢ Cohen-Macaulay, si ha che, per ogni i < n, Ext’,(k, A) = {0}.
Resta quindi da dimostrare che Ext’(k, A) = k e che, per ogni i > n,
Exty (k, A) = {0}.

Sia p un ideale irriducibile generato da un sistema di parametri per A,
allora si considera B = A/p. Dato che A ¢ Cohen-Macaulay, un sistema
di parametri per A & una sequenza A-regolare; utilizzando n volte il punto
(4) del Lemma [2.0.5] si ottiene che, per ogni i € N,

Ext’{"(k, A) = Exty(k, B).

Essendo B un anello noetheriano di dimensione 0, esso ¢ artiniano. Si puo
quindi concludere la dimostrazione provando che: dato un anello artiniano
B tale che (0) é irriducibile, valgono

Homp(k, B) 2k e perognii > 0,Exth(k, B) = {0}.

Poiché B é artiniano, esiste almeno un ideale minimale non nullo (se non
esistesse, si potrebbe prendere una catena infinita discendente di ideali
non nulli, contro 'artinianita); dunque, dalla Proposizione , segue che
Homp(k, B) 2 {0}. Siano f, g € Homp(k, B) che non siano la mappa nulla,
allora si deve avere che f(k) = g(k) (altrimenti f(k) N g(k) = (0), contro
lirriducibilita di (0)). Allora sia « € k tale che f(1) = g(a) : segue immedia-
tamente che f(1) = ag(1), ovvero f = ag. Cid prova che Homp(k, B) = k.

Essendo possibile vedere B come un B modulo finitamente generato, ¢
possibile considerare una sua serie di decomposizione

(O)gN()CNlC"'CNTgB.
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Poiché B ¢ locale e dim(B) = 0, 'unico suo primo minimale ¢ m : allora
la Proposizione [L.2.6] garantisce che, per ogni i € {1,...,r}, N;/N;_1 =
Si possono dunque considerare le successioni esatte corte al variare di i €

{1,...,r—1}
0—=N;, = Niz1 —>k—=0

e, di conseguenza si hanno le successioni esatte lunghe

0 — Homp(k, B) — Homp(N;;1, B) — Homp(N;, B) LN Exty(k, B) — ...

Si vuole provare che, per ognii € {1,...,r—1}, [g(Homg(N;, B)) < ie vale
I'uguaglianza se e solo se, per ogni k € {1,...,i — 1}, §; & la O-mappa. La
dimostrazione é per induzione su i.

Caso i = 1. Considerando che N; = k e che Homg(k, B) =k, si ottiene che

lB<H0mB(N1,B)) = lB(HOITlB(k7 B)) = lB(k) =1.

Essendo la condizione per I'uguaglianza una condizione vuota, essa é sempre
verificata e in effetti, come appena visto, vale sempre 'uguaglianza.

Caso ¢ > 1. Si osserva che ¢ possibile troncare la successione esatta lunga
ottenuta in precedenza, costruendo la successione esatta

0 — k — Homp(Ni41, B) — Homp(N;, B) 2 Im(6;) — 0;

allora

ZB(HOIHB(NH_l, B)) = lB(k) + lB<HOIIlB(N,‘, B)) - lB(Im(éz))

Per ipotesi induttiva, [g(Hompg(N;, B)) < i e vale 'uguaglianza se e solo se
01, ...0;—1 sono le mappe nulle. Allora

e vale 'uguale se e solo se dy,...d; sono le mappe nulle.

In particolare, segue che

lB(HOIIlB(NT, B)) = lB(HomB(B, B)) = lB(B) =T,

dove I'ultima uguaglianza vale perché

(0)gN0CN1C"'CNTgB
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é una SDS di B. Allora, per quanto appena provato, d1,...,d,_1 sono mappe
nulle, percio dalla successione esatta corta

0—>N,_1—>B—=k—0

si ottiene la successione esatta lunga

-++ — Homp(N,_,, B) > Exth(k, B) — ExtL(B, B) = {0}.

Segue che Exth(k, B) = {0} e, poiché m & I'unico ideale primo di B, il
Lemma garantisce che injdimg(B) < 0, percio B ¢ iniettivo, ovvero,
per ogni ¢ > 0,

Ext’(k, B) = {0}.

Questo conclude la dimostrazione.

]

Corollario 2.0.11. Sia (A,m) un anello locale noetheriano di dimensione n,
Tay,...,a.” una sequenza A-regolare e si denoti B = A/(ay,...,a.). Allora A
¢ Gorenstein se e solo se B ¢ Gorenstein.

Dimostrazione. Utilizzando la caratterizzazione (i) < (vi), basta provare che
A & Cohen-Macaulay e Exty(k, A) = k se e solo se B ¢ Cohen-Macaulay e
Ext’y “(k, B) = k.

Il fatto che A sia Cohen-Macaulay se e solo se lo € B, segue dalla Proposizione
1.7.13] 1I fatto che Ext’j(k, A) = Ext} “(k, B), segue dal punto (i) del Lemma
2.0.5 con M = A, iterato ¢ volte. O

Come si ¢ fatto per gli anelli regolari e Cohen-Macaulay, si vuole estendere tale
nozione anche al caso non locale. Il prossimo teorema garantisce che la nozione
Gorenstein per anelli noetheriani (anche non locali) sia coerente con la Definizione

2.0.1], data per anelli locali.

Lemma 2.0.12. Sia A un anello noetheriano, S C A un sistema moltiplicativo e
I un A-modulo iniettivo. Allora Is é un Ag-modulo iniettivo.

Dimostrazione. Ogni ideale di Ag é della forma ag, per qualche ideale a C A.
Poiché I ¢ iniettivo, il Teorema [[.5.7] garantisce I'esattezza della successione

HomA(A, ]) — HomA(a, ]) — 0.
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Applicando il funtore esatto — ®4 Ag, si ottiene la successione esatta
HOHlAS (AS, Is) — HOHIAS(Cls, Is) — 0.
Sempre dal Teorema [1.5.7] segue che Ig ¢ un Ag-modulo iniettivo. n

Teorema 2.0.13. Sia A un anello locale noetheriano Gorenstein e p € Spec(A),
allora A, & ancora Gorenstein.

Dimostrazione. Siap € Spec(A), allora si ha che A, ¢ un anello locale noetheriano:
resta da provare che injdimy,(A,) < +o00. Sia

0=A—=I"=1"—... 5 1"=0

una risoluzione iniettiva di A come A-modulo, allora, poiché il funtore —®4 A,
¢ esatto, il Lemma [2.0.12] garantisce che

0—=A, — " > Iy == ("), =0

sia una risoluzione iniettiva di A, come A,-modulo. Cio implica che A, ¢
Gorenstein. Si conclude per Iarbitrarieta di p € Spec(A). O

Definizione 2.0.14. Un anello noetheriano A ¢é detto Gorenstein se, per ogni
p € Spec(A), A, & Gorenstein. Per il teorema precedente, basta verificare la
proprieta per ogni m € Specm(A).

Per come sono stati appena definiti gli anelli Gorenstein non locali, si osser-
va che, grazie alla Proposizione e grazie al fatto che la proprietd Cohen-
Macaulay localizza, vale un analogo del Teorema [2.0.10|

Teorema 2.0.15 (Caratterizzazione Gorenstein, versione non locale). Sia A un
anello noetheriano di dimensione finita. Sono fatti equivalenti:

(i) A é Gorenstein,
(ii) per ogni m € Specm(A), injdim, (Aw) = hta(m);

k(m) sei=hta(m)
{0} sei#hty(m)’

(iv) per ogni m € Specm(A), esiste i > hta(m) tale che Ext’y (k(m), An) = {0};

(iii) per ogni m € Specm(A), Ext’y (k(m), Ay) = {

k(m) sei=hta(m)

(v) per ogni m € Specm(A), Ext}y (k(m), Ay) = { {0}  sei < hty(m)
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(vi) A é Cohen-Macaulay e, per ognim € Specm(A),Extk::(m) (k(m), Ap) = k(m).

Nel caso in cui A sia anche una K-algebra graduata standard, si puo dare una
versione semplificata del teorema precedente: anziché verificare le condizioni su
tutti gli ideali massimali di A, é sufficiente limitarsi al solo massimale omogeneo.
Per ulteriori dettagli riguardo a questo fatto, si rimanda al capitolo 1.5 di [2].

Teorema 2.0.16 (Caratterizzazione Gorenstein, versione graduata). Sia A una
K-algebra noetheriana N-graduata standard di dimensione d; dato m [’unico mas-
simale omogeneo di A, si ricorda che A/m = K. Sono fatti equivalenti:

(i) A & Gorenstein;

(ii) injdim y(A) = d;

K sei=d

{0} sei#d !

(iv) esiste i > d tale che Ext’y (K, A) = {0};

(iii) Ext'y (K, A) = {

K sei=d

(v) Exty(K, 4) = {{O} sei1<d !

(vi) A ¢ un anello Cohen-Macaulay e Ext4 (K, A) = K.

Proposizione 2.0.17. Gli anelli Gorenstein sono Cohen-Macaulay.

Dimostrazione. Sia A un anello Gorenstein, allora, per ogni p € Spec(A), si ha
che A, & Gorenstein. Utilizzando, ad esempio, ’equivalenza del Teorema
(i) & (vi), si ottiene subito che, per ogni p € Spec(A4), A, ¢ Cohen-Macaulay. Ne
segue che, per definizione, A ¢ Cohen-Macaulay. n

Esempio 2.0.18. Il viceversa della proposizione precedente non vale.

Sia R = K|[z,y]/(x? zy,y?). Si osserva che dim(R) = 0, in quanto Spec(R) =
{(z,7)} : percio, R ¢ Cohen-Macaulay. Si osserva che (7) N () = (zy) = (0) :
dunque (0) ¢ un ideale riducibile di R generato da un sistema di parametri. Per
il Teorema [2.0.10, R non ¢ Gorenstein.

Proposizione 2.0.19. Gli anelli regolart sono Gorenstein
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Dimostrazione. Sia A un anello regolare: si deve dimostrare che, per ogni ideale
primo p € Spec(A), 'anello A, ¢ Gorenstein. Sia quindi p € Spec(A), allora A,

)

¢ un anello regolare poiché lo ¢ A e si fissi dim(A4,) = n. Sia a = "ay,...,a,” un
sistema di parametri regolari per Ay, allora (a) = pA, e, per il Lemma [1.7.6]

Ext) (k(p), Ap) = Homy, (k(p), Ap/(a)) = Homa, (k(p), k(p)).
Poiché che pA, = Anny, (k(p)), segue che

Hom 4, (k(p), k(p)) = Homyy) (k(p), k(p)) = k(p).

Poiché ogni anello regolare ¢ Cohen-Macaulay, la tesi segue dall’equivalenza

(i) < (vi) del Teorema [2.0.10} O

Esempio 2.0.20. Il viceversa della proposizione precedente & falso: 1'anello K [x]/(x?)
¢ Gorenstein per il Corollario [2.0.11] (poiché K[z| é regolare, quindi Gorenstein, e
722" ¢ una K|[zr]-sequenza), ma non ¢ regolare in quanto non ¢ un dominio.
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Capitolo 3

Anelli di Stanley-Reisner e anelli
(Gorenstein

In questo capitolo viene studiata una nuova classe di anelli: gli anelli di
Stanley-Reisner. Non é vero né che tutti gli anelli Gorenstein sono Stanley-
Reisner, né che tutti gli anelli di Stanley-Reisner sono Gorenstein: verranno
dunque date delle condizioni necessarie e sufficienti affinché un anello di Stanley-
Reisner sia Gorenstein.

3.1 Anelli di Stanley-Reisner

In questa sezione, vengono introdotti gli anelli di Stanley-Reisner, vale a dire

le K-algebre ottenute quozientando S = K[z, ..., x,] con ideali monomiali squa-
refree.
Una caratteristica peculiare di questi anelli é il fatto che si riesca a trovare una
corrispondenza biunivoca tra di essi e degli oggetti puramente combinatorici e
geometrici chiamati complessi simpliciali. Il vantaggio di questa bigezione sta nel
fatto che proprieta algebriche di un anello di Stanley-Reisner (come ad esempio
I'essere Gorenstein o Cohen-Macaulay) si possono tradurre in proprieta topologi-
che del complesso simpliciale ad esso associato.

Notazione 3.1.1. D’ora in avanti si utilizzano, in aggiunta a quelle del capitolo
1, le seguenti notazioni.

e L’insieme {1,...,n} viene denotato con [n].

e Sia 0 C [n], si denota il suo complementare con 7 = [n] \ 0.
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e Dato a = (ay,...,a,) € N" si denota il monomio z{* - - - xi" =: x*.

e Dato o C [n], si scrive x7 := HZ‘Z

i€o
o X =Iy,...,x5 ¢S =Ky, ...,z
e Sia 0 C [n], alloram? == (x;: i € 0) C S.
e Sia 0 C [n], allora V(o) ¢ il vettore di N" tale che, per ogni i € [n],

V(U)i:{() seido

1 set€0

e Siano U,V due spazi topologici. Si scrive U = V se i due spazi sono
omeomorfi e U ~ V' se sono omotopicamente equivalenti.

e Sia M un A-modulo, allora si indica il duale di M con M* := Homu (M, A).

e Siano due vettori a = (ay,...,a,),b = (by,...,b,) € N*. Si dice che a = b
se, per ogni i € [n], si ha che a; > b; (¢ una relazione d’ordine parziale).

Definizione 3.1.2. Sia l'insieme V = [n|, che viene detto insieme dei vertici.
Un complesso simpliciale A C 2V ¢ un insieme che verifica la sequente proprieta:

per ogni F,G€2¥(FCG, GEA = FcA).

Gli elementi di A sono detti facce: le facce massimali all’interno di un com-
plesso simpliciale sono chiamate faccette. Sia F' € A, si definisce la dimensione
di F come dim(F) == |F| — 1 e la dimensione di A come

dim(A) == max{dim(F) : F € A}.

Nel caso in cui A = ) sia il complesso vuoto, si definisce dim(f)) :== —oc.
Si definiscono poi Fi(A) = {F € A : dim(F) = i} (I'insieme delle i-facce o
i-simplessi) e f; = |F;(A)]. Sia inoltre d .= dim(A) + 1.

I complessi simpliciali possono sembrare degli oggetti puramente astratti, ma
vi € un modo molto naturale di dare loro un significato geometrico, che giustifica
anche il fatto di parlare di "vertici", "facce" e "dimensione" di un complesso
simpliciale.
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Definizione 3.1.3. Sia A un complesso simpliciale su [n]. Sia e; li-esimo ele-
mento della base canonica di R"™; data una faccia F € A, si definisce

|F| = cx{e; :i € F},

dove cx{I} indica linviluppo convesso in R™ dell’insieme I. La topologia di
|F'| ¢ quella di sottospazio di R™.

Una realizzazione geometrica di A & lo spazio topologico

Al= [ IF,

FeA

sempre dotato della topologia di sottospazio.

Osservazione 3.1.4. Sia A un complesso simpliciale, allora esso é completamente
determinato dalle sue faccette: infatti A é composto da tutti i sottoinsiemi delle
sue faccette. Spesso, per presentare A, si scriverd A = (0 : o faccetta di A).

Notazione 3.1.5. Per una maggiore compattezza nella scrittura delle facce di
un complesso simpliciale, essa viene resa meno pesante nel seguente modo: data
7 ={i1,...,i.} C [n], essa viene denotata semplicemente con 7 = iy ...,

Esempio 3.1.6. Si considera il seguente complesso simpliciale su V' = [5], gene-

rato dalle sue faccette
C = (123,24, 34,5) C 26,

3 4

Figura 3.1: Una realizzazione geometrica del complesso simpliciale C'

Osservazione 3.1.7. Gli unici complessi simpliciali che hanno dimensione nega-
tiva sono il complesso vuoto (), che ha dimensione —oo, e il complesso irrilevante
{0}, che ha dimensione —1. Il nome "irrilevante" deriva dal fatto che il suo ideale
di Stanley-Reisner ¢ m!™ = (z,,...,z,), il massimale irrilevante di S. Questi due
complessi simpliciali possono sembrare molto simili, ma avere chiara la distinzione
tra di essi, come si vedra piu avanti, & importante.
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Definizione 3.1.8. Sia V = [n|, K un campo e A un complesso simpliciale su V.
Si definisce Uanello di Stanley-Reisner (o l’anello delle facce) del complesso A su

K come
K[A} = S/[A,

con In = (x7 : 0 ¢ A) lideale composto dalle non-facce di A. Si osserva che
un sistema di generatori monomiali minimali (in realta ['unico) é composto dalle
non-faccette di A, ovvero dalle non-facce di A minimali rispetto all’inclusione. Ia
viene chiamato l'ideale di Stanley-Reisner di A.

Teorema 3.1.9. Sia V = [n], K un campo e A un complesso simpliciale su V.
Allora
dim(K[A]) = dim(A) + 1 =d.

Dimostrazione. Se A = (), allora K[()] = S/Iy = S/S = {0} : la tesi ¢ verificata
poiché sia la dimensione di Krull dell’anello banale, sia la dimensione del complesso
simpliciale vuoto, valgono —oc.

Se A # (, si ha che, poiché dim(K[A]) ¢ la massima cardinalita di un insieme
algebricamente indipendente di vertici, allora, per definizione di K[A], & proprio
il massimo della cardinalita delle facce di A. O

Teorema 3.1.10. Vale la sequente corrispondenza biunivoca:

{Complessi simpliciali su [n]} NN {Ideali monomiali squarefree di S’}
REEVAN

Inoltre In = ﬂ m?’.

cEA

Dimostrazione. Per definizione di Ia, l'insieme dei monomi squarefree che non
sono zero nel quoziente S/Ix ¢ precisamente {x? : ¢ € A}. Cio implica che la
mappa ¢é effettivamente una bigezione.

Per la seconda parte dell’enunciato, si osserva che

x" € ﬂ m? <= Voea(TNG #0) <= Yoer(1 L 0) <= T¢ A <= X" € Ia.
geA

]

Osservazione 3.1.11. Si noti che, in generale, nell’intersezione [, ., m? vi sono
elementi superflui: si pud osservare infatti che o C 7 se e solo se m”™ C m°,
percio per eliminare gli elementi superflui dall’intersezione, basta considerare solo
le faccette di A. Quest’ultima intersezione non é altro che la decomposizione di
IA in ideali primi di S.
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Esempio 3.1.12.

e Sia l'ideale monomiale squarefree

It = (21%203%4, T1T2T5, T123T5, T4T5) C K1, T2, T3, T4, T5).

Per calcolare T', il complesso simpliciale associato a Ir, si trova la decompo-
sizione in ideali primi di It per poi utilizzare la corrispondenza del Teorema

B.1.10

Ir = (21297374, T1 X253, T1T3T5, TyT5) =

= (21, 2425) N (12325, T2, T425) N (T122T5, T3, T4x5) N
N (z12225, T123T5, T4) =

= (z1,24) N (21, 5) N (21, T2, T4x5) N (T2, T3, T4x5) N (T2, T5) N
N (w1, 23, 2425) N (T, B5773T5) N (23, 75) N (Zrr77) N
N (12325, T, T4) N (24, T5) =

= (z1,24) N (21, 25) N (L1, 207T5) N (21 257T5) N (T2, T3, 24) N
N (x “T5 ﬂ(xg,xg))ﬂwﬂ x T5) N (23, 25) N
N (21 #5T1) N (La#5T) N (La,21T5) N (24, 25) =

= (z1,24) N (21, 25) N (22, T3, 24) N (T2, 5) N (T3, T5) N (x4, T5).
Dalla decomposizione appena trovata e dal fatto che

]F: ﬂmg,

segue che
I = (123,124,134, 15,234, 235) C 2P,

e Ora si procede inversamente, riprendendo il complesso simpliciale C' visto
nell’Esempio [3.1.6] ed esibendo il suo ideale di Stanley-Reisner .

Si ricorda che C' = (123,24,34,5) C 20! : allora, omettendo questa volta i
calcoli,

Io = (x4, 25) N (21,23, 25) N (21, To, T5) N (21, T2, T3, T4) =

== ($1$4,$1$57$2I3$4,$2$57$3$5,$4$5)-
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Figura 3.2: Una realizzazione geometrica del complesso simpliciale I'

Per conoscere le proprieta di un modulo graduato, ¢ molto utile conoscere la
sua serie di Hilbert: si vuole quindi capire com’é fatta la serie di Hilbert del K-
spazio vettoriale S/I.

Nella trattazione viene utilizzata la gradazione su N (gradazione fine), tutta-
via & possibile convertire tutto nella gradazione su N (gradazione grezza), sosti-
tuendo ai monomi z, ..., x, il monomio t.

Esempio 3.1.13. La serie di Hilbert di S come K-modulo ¢

mss0 =] (1)

=1

ovvero la somma (infinita) di tutti i monomi di S. Sia a € N", allora
x? a
HSg(—a)(x) = 57— = x* - HS4(x).

(2

Analogamente, dato / C S un ideale monomiale, si ha che HSg/;(x) ¢ la somma,
di tutti i monomi che non sono in I.

Definizione 3.1.14. Sia M un S-modulo graduato su N". Il K-polinomio di M
¢ il polinomio Ky (x) tale che

KM(X) .

n

[Ta-=)

=1

HSM(X) ==

Dall’ultima definizione segue che conoscere la serie di Hilbert ¢ equivalente a
conoscere il K-polinomio. Il prossimo teorema permette di scrivere esplicitamente
Ks/r,(x) in termini di A.
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Definizione 3.1.15. Siaa = (aq,...,a,) € N" un vettore. Si definisce il supporto
di a
supp(a) == {i € [n] : a; # 0} C [n].

Teorema 3.1.16. Sia A un complesso simpliciale su [n|, allora

Ks/]A —Z Hﬂfl H 1—373)

cEA \ i€o jé¢o

Dimostrazione. Poiché In é un ideale monomiale squarefree, dato a € N", si
osserva che x2 € I se e solo se x*"P() ¢ [,. Dal momento che HSg/1,(x) ¢ la
somma dei monomi che non stanno in I, si ottiene:

HSg/1, (x Z{X a € N" Asupp(a) € A} =
= Z <Z{xa rae N /\supp(a) = J}> = Z(x") = ZX”S =
ocEA gEA oEA
- ng{monomi di S} = Z (H 1 fle> '
ocEA oceA \i€o
Allora
KS/IA( X) = H(l - x])HSS/IA Z H:I;l H (1-— J,‘j)
J=1 oeA \ ico jdo

]

Osservazione 3.1.17. Sia A un complesso simpliciale su [n]; allora, passando
alla gradazione su Z, si ottiene

HSs/1, (1) = Zfl (1 —1)"

Cancellando (1 —¢)"¢, si ottiene

) i h A(t)
dzfl (1= 1) (f/it)d

Si ricorda che hg/r, € I’h-polinomio di S/Ia, o anche I’h-polinomio di A.
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Gli strumenti che si utilizzano per codificare le informazioni di un complesso
simpliciale sono 'omologia e la coomologia. Vi sono diversi modi di costruire tali
oggetti, che variano a seconda dell’argomento che si sta trattando. Per lo studio
dei complessi simpliciali si sceglie di utilizzare I’omologia e la coomologia ridotta.

Definizione 3.1.18. Sia A un complesso simpliciale su [n]. Si definisce Co(A; K)
il complesso di catene ridotto di A su un campo K come

877,71
—_— ..

0 — KFn1(®) Oy KR@) 2y feFad)

dove, ovviamente, per ogni i € {—1,0,...,n — 1}, @(A;K) = KF(), per
ogni i € {0,...,n — 1}, la mappa di bordo 0; : KF"®) — KF—1(&) ¢ lg mappa
K-lineare definita, per ogni o € Fi(A), da

Oi(es) = Z sign(J, o)eq -,

jE€o

dove e, ¢ lelemento della base di KF®) associato a o e sgn(j,o) = (—1)"*

se j e l'r-esimo elemento di o.

Si dimostra che quello appena definito é effettivamente un complesso di catene,
allora é possibile dare la seguente definizione.

Definizione 3.1.19. Sia A un complesso simpliciale su [n]. Si definisce, per ogni
i € Z, li-esima omologia ridotta di A su K come il K-spazio vettoriale

Hi(A; K) = Ker(8;) /Tm(8;41).

Osservazione 3.1.20.

e Se A non ¢ il complesso irrilevante {0}, allora H_i(A; K) = {0} (invece
H_,({0}; K) = K);

e per ogni i € Z, H;(), K) = H,(2", K) = {0};
e per un qualsiasi complesso simpliciale A # (), si ha che

dimg (Ho(A; K)) = mo(|A]) — 1,

dove my € il funtore che conta le componenti connesse di uno spazio topolo-
gico.
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Definizione 3.1.21. Sia A un complesso simpliciale su [n]. Si definisce il com-
plesso di cocatene ridotto di A su un campo K come C*(A; K) = (Co(A; K))*. Lo
spazio duale K%' A) = (KFA))* ha base duale {e’ : 0 € Fi(A)}. Esplicitamente,
st ha

0= KFa®) &y perga) 80 0 g () g,

dove, per ogni i € {0,...,n— 1}, la mappa di cobordo
O =0 K& 5 &)

¢ la mappa K -lineare definita, per ogni o € F;_1(A), da

O'(er) = Z sign(j, j U 0)€j -
j¢o
JUoeA

Definizione 3.1.22. Sia A un complesso simpliciale su [n]. Si definisce, per ogni
1 € 7, li-esima coomologia ridotta di A su K come il K-spazio vettoriale

Hi(A; K) = Ker(d™1) /Im(").

Si puo dimostrare che 'omologia e la coomologia ridotta sono degli invarianti
omotopici.

Osservazione 3.1.23. Dato A un complesso simpliciale, si ha che, per ogni i € Z,
Hi(A; K) = Hy(A; K.

Poiché entrambi sono due K-spazi vettoriali di dimensione finita, allora sono
isomorfi al loro duale, percio, per ogni ¢ € 7Z,

fN[i(A; K) = ﬁ[i(A; K).

Per studiare a fondo la struttura degli ideali di Stanley-Reisner, si devono
studiare le loro RLGM. Ora si introducono degli oggetti che permettono di sin-
tetizzare I'informazione di una mappa tra moduli graduati, le cosiddette matrici
monomiali.

Definizione 3.1.24. Siano c¢,d € N* e ay,...,a., by,..., by € N". Una matrice
monomiale & una matrice (Ayp)qp @ coeﬁ‘icienti in un campo K che rappresenta

una mappa K-lineare tra @ S(—ay) @ S(—=b,). Le colonne della matrice sono

p=1
etichettate dagli elementi a,, (che deﬁmscono la gradazione del dominio) e le righe
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dagli elementi b, (gradazione codominio).

Se, per qualche q € [d] e per qualche p € [c] Ay, # 0, allora a, = b,. L’entrata
Agp Indica che il vettore che genera S(—a,), ovvero x® & mappato nel vettore che
genera S(—by), ovvero xP¢ moltiplicato per un fattore /\q’pxai’_bq (si osserva che

il grado ¢é preservato).

al PR aC
Ai o Ae| by
A Ade

c Bd d
@S(_ap) : @S(_bq>-

Le matrici monomiali in questa tesi si usano per scrivere le RLGM di anelli
di Stanley-Reisner. In questo caso particolare, i vettori che determinano la gra-
dazione dei moduli hanno tutte entrate che sono 0 o 1 : in queste circostanze si
scriveranno come etichette semplicemente © supporti di tali vettor:.

Osservazione 3.1.25. Se ci si dimentica della gradazione, si puo scrivere la

precedente mappa tra S¢ e S¢ come

Apax® TP )y xe P

)\dylxal_bd .. )\d7cxac_bd

s S

Definizione 3.1.26. Una matrice monomiale (A,p),, € detta minimale se, per
ogni p € [c] e q € [d] tali che a, = by, si ha che \,, = 0. Dimenticandosi della
gradazione, questa € la stessa condizione di minimalita che viene imposta sulle
matrici delle RLGM nella Definizione [1.10.12

Esempio 3.1.27. Siriprendono i complessi simpliciali C' e I" dei precedenti esempi
per calcolarne le omologie e le coomologie ridotte. Dato che si stanno considerando
i coefficienti in K, grazie all’Osservazione basta calcolare solo le omologie o
solo le coomologie, dal momento che esse coincidono. Per vedere entrambi i casi,
per il complesso C' si calcolano le omologie e per il complesso I' si calcolano le
coomologie.

e Analizzando la realizzazione geometrica |C| della Figura 3.1} si osserva che:
- FL(0) = {0}
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— Fy(C) ={1,2,3,4,5};

~ R (C) = {12,13,23, 24, 34};
- (C) = {123};

— per ogni i > 2, F;(C) = 0.

11 complesso di catene ridotto Cy(C; K) ¢

123 12 13 23 24 34

[ 1 ]12 -1 -1 0 0 o011

—1/13 1 0 -1 -1 012
=] 1 |23 a=0 1 1 0 —1|3

0 |24 0 0 0 1 1]4

0 |34 0 0 0 0 5

0K —— K° = - K°
1 2345
a=[1 111 1]0
> K — 0

Si calcola che

rk(0y) = 1,1k(01) = 3 e rk(dp) = 1,
allora:

— per ogni i > 2, Hy(C; K) = {0}
— Hy(C; K) = Ker(dy)
— H\(C; K) = Ker(d)
— Hy(C; K) = Ker(dy)/Im(d)) = K*/K? ~ K

— H_{(C; K) = Ker(d_1)/Im(8y) = K/K = {0}.

~
=
S
—
12
=
(e
——
~~
—~
[a)
——
12
—
(e
o

I

Riassumendo, si ottiene che, come ci si aspetta dal grafico di |C],

| K seie{0,1}

H;(C; K) { . _
{0} seid¢{0,1}

e Analizzando poi la realizzazione geometrica |I'| della Figura [3.2] si osserva
che:

- FL () = {0}

o7



— Fy(T) =11,2,3,4,5};

— per ogni i > 2, F;(T") = (.

F(T) = {12,13,14,15, 23,24, 25,34, 35};
F5(T) = {123,124, 134,234, 235};

Il complesso di cocatene ridotto C*(I'; K) ¢

1 2 3 45
-1 1 0 0 0]12
-1 0 1 0 0|13
-1 0 0 1 0|14
0 -1 0 0 0 1|15
[1]1 o= 0 —1 1 0 0]23
1]2 0 -1 0 1 0|24
=113 0 -1 0 0 1[25
104 0 0 -1 1 0|34
15 0 0 —1 0 1]35
0= K* ———— (K°)* E — (K)*
12 13 14 15 23 24 25 34 35
1 -1 0 0 1 0 0O 0 0]123
1 0 -1 0 0 1 0 0 0]124
=0 1 =1 0 0 0 0 1 0]134
0O 0 0 0 1 =1 0 1 0]234
0O 0 0 0 1 0 -1 0 123
= =~ (K°)* = 0.
Si calcola che
rk(0%) = 1,1k(0") = 4 e 1k(0?) =
allora:
— HY(I'; K) = Ker(8°)/Im(9~") = {0}/{0} = {0};
— H(T'; K) = Ker(0") /Im(0°) = K/K = {0};
— HY(I'; K) = Ker(9?)/Im(d") = K5 /K* =~ K;
— H(T; K) = Ker(0%)/Im(8?) = K3 /K* ~ K

— per ogni i > 2, ﬁi(F;K) =~ {

(@)
——
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Riassumendo, si ottiene che, come ci si aspetta dal grafico di [T,

)] K seie{l,2}

H(;K) = { , .
{0} seid {1,2}

3.2 Formula di Hochster

L’obiettivo di questa sezione ¢ quello di mettere in relazione degli invarianti
fondamentali associati a I, ovvero i suoi numeri di Betti graduati, con ’'omologia
e la coomologia ridotta di A.

Definizione 3.2.1. Siano I C S un ideale monomiale e b € N". Si definisce il
complesso simpliciale alto di Koszul in grado b come

KP(I):={o C[n]: x>V e}

Osservazione 3.2.2. Si osserva che KP(I) ¢ effettivamente un complesso sim-
pliciale. Siano infatti 7 C ¢ C [n], con ¢ € KP(I), allora, poiché vale che

V(ie~T1)=V(o)—=V(1),

b—-V (1) b—V(1)+V(o)-V (o) _ Xb—V(o)XV(J\T) cl.

X =X

Allora 7 € KP(I) e si conclude per 'arbitrarieta di o e 7.

Teorema 3.2.3. Siano I C S un ideale monomiale e b € N". Allora, per ogni
i €Z,
Bian(S/1) 2 (1) dimyc (His (K (D) K)

Dimostrazione.

(i) Si ottiene facilmente. Sia infatti una RLGM di S/I

LN LTINS ) Ny}

dove & possibile prendere come ultima mappa la mappa al quoziente 7 poiché
S/I & generato da 1 come S-modulo; allora si ottiene che

¢ una RLGM di Im(f;) = Ker(7) = I e da cio segue la tesi.
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(ii) Poiché il complesso di Koszul ¢ una RLGM di K come S-modulo, si sa gia
che, per ogni i € Z,

Bin(I) = dimg (Tor; (K, I),) = dimg (H;(Ky @5 1p)

e resta da dimostrare che H;(K, ®g I)p = H;_(KP(I); K) come K-spazio
vettoriale.

Si ha che, per ogni i € Z,

K = @ S(-V(0) = K= @ SV,
oCln] oC[n]
|o|=i |o| =i
con S(—V (o) = (xP~V(0)y o~ K seb=V(o)
Svion = ) = {{0} altrimenti

Allora, per ogni i € Z,

2

(Ki ®s I)p = @ I(=V (o)) = @ @ K

K sexP V0@ er -
| {0} se xP-V@ ¢

oCln] oCln oCln]
lo|=1 |o|=1 lo|=1
xb—V(o)cr

~ [P (K (D) > G (KP(D); K.

Si conclude osservando che le matrici che rappresentano le mappe del com-
plesso K, ®g I sono le stesse, a meno di riscalare di una posizione omologica,
di quelle del complesso C,(KP(I); K) : allora le omologie coincidono.

O

Prima di enunciare il teorema di Hochster, é necessario che siano introdotti
alcuni altri concetti.

Definizione 3.2.4. Sia I = (x7,...,x%) C S un ideale monomiale squarefree.
Il duale di Alexander di I & ["ideale

C
I" = ﬂ m’
1=1

Sia A un complesso simpliciale su [n]. Il duale di Alexander di A é il complesso
simpliciale A* tale In» = IX.
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Proposizione 3.2.5. Sia A un complesso simpliciale su [n], allora
A*={o Cn]:7 ¢ A}
Dimostrazione. Si ha che In = (x7 : 0 ¢ A), allora, per il Teorema (3.1.10]

ﬂ m’ = ﬂ mE:IA*:IZ:ﬂm",

GEA* oEA* oA
da cui, per ogni o C [n], 0 ¢ A se e solo se T € A*.

Per quanto appena visto, é possibile scrivere

A"={cCnj:cgeA"}={cCnl:0c¢ A} ={cC[n]:7 ¢ A}

La seguente proposizione giustifica 'uso del termine "dualita".

Proposizione 3.2.6. Siano A un complesso simpliciale su [n] e I C S un ideale
monomiale squarefree. Allora

=

7

A Z2Aery@r

Dimostrazione.

(i) Per il Teorema (3.2.5] si ha che A* = {o € [n] : T ¢ A}. Da cid segue che,
per ogni 0 € A,
o€ A" seesolosed ¢ A,

che equivale a
o ¢ A" seesolosed e A,

OvVVero
o ¢ A" seesoloseoeA.

Segue che

(A" ' ={ocen]:vd¢ A*} ={oe€n]:0e A} =A.

(ii) Dal Teorema [3.1.10} si ha che esiste A un complesso simpliciale su [n] tale
che I = IA. Allora, per quanto visto in precedenza,

(1) = (I3)" = (In)" = [iawy = In = L.
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]

Esempio 3.2.7. Sia A un complesso simpliciale, allora si & visto che le faccette
di A* sono i complementari delle non-faccette di A. Ecco alcuni esempi.

e Sia A; = 2"l un complesso simpliciale su [n], allora
At ={oCn]:7¢2M} =0.

e Sia Ay = (12,23,13,4) C 21,

@O~

3

AN

1 2

Figura 3.3: Una realizzazione geometrica del complesso simpliciale Ao

allora

Ay ={oC[n]:a ¢ Ay} ={4,23,13,12} = A,
ovvero A\, ¢ il duale di se stesso.

e Sia As = (12,23,34) C 2[4 allora
A% = (24,23,13).
Questa volta non vale che A} = Ag, perd si ha che |A%| = |Aj].

4 3 4 2

Ag: A;Z

Figura 3.4: Una realizzazione geometrica dei complessi simpliciali Ag e Aj
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e Sia (' il complesso simpliciale degli esempi precedenti, allora

C* = (15,235,234, 134,124,123) =T..

Si & quindi scoperto che i complessi simpliciali degli esempi precedenti C' e
I' sono uno il duale dell’altro.

Definizione 3.2.8. Sia A un complesso simpliciale e 0 € A una sua faccia. Si
definisce il link di o in A come

lka(o) ={r€A:7Uoce A N TNo =0}

E finalmente giunto il momento di enunciare la formula di Hochster, per ora
nella sua versione duale.

Teorema 3.2.9 (Formula di Hochster, versione duale). Siano A un complesso
simpliciale su [n] e a € N". Se a ¢ squarefree, allora, per ogni i € Z,

Bivra(S/1a) L Bia(la) Y dimy (Hi_y (Ika-(supp(a)); K));

se a non é squarefree, allora, per ogni i € Z,

(@) (49)
Biv1.a(S/Ia) = Bialla) = 0.
Dimostrazione.

(i) Grazie al Teorema [3.2.3] il risultato vale per qualsiasi ideale monomiale I e
per qualunque a € N”,

(ii) Caso a squarefree. Prendendo 1 := (1,...,1), si osserva che

KY(Ip) = [n] x1V) ¢ Iny={7 C[n]:supp(l) N7 ¢ A} =

C
Cln]:7¢ A} = A,

{r
{7

Sfruttando quest’ultimo risultato e il fatto che, poiché a é squarefree, vale il
contenimento K?(Ix) C K*(IA), si ha

KaIA) ={rCn]: x>V c W} ={rec K'(Ia): x* VD € I} =
={r € K'(Ip) :supp(a) \ 7 ¢ A} =
= {r € KY(I5) :supp(a) ~ 7 € A*} =

= {r € KY(I5) : supp(a) ~ 7 € K1(Ix)} =

— {7 € KY(I») : TUsupp(a) € K*(In) A7 C supp(a)} =

= lkj1(z,)(supp(a)).
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In questi ultimi risultati si ¢ utilizzata piu volte la Proposizione |3.2.5] Da
tutto cio e dal Teorema [3.2.3] segue la tesi.

Caso a non squarefree. Sia j € [n] tale che a; > 2; allora, poiché Ix &
squarefree, si osserva che, per ogni 7 C [n],

a—V(rUj)

X € Ix se e solo se x2V() ¢ I,

che é equivalente a

TUj € K*(Ia) se e solo se 7 € K*(1a).

Quest’ultimo fatto prova che K?(Ix) ¢ un cono con vertice j. Allora K?(Ia)
é contraibile, quindi, dal Teorema [3.2.3] per ogni ¢ € Z,

BialIa) = dimg (H;—1(K?(Ia); K)) = 0.

]

Definizione 3.2.10. [l complesso di coKoszul K® ¢ il complesso di cocatene
ridotto p p -
0K K ... 7—K"—0.

Per ognii € {0,...,n— 1}, K & KF @™ ¢ 1 matrice monomiale associata
alla mappa f* ha le stesse entrate scalari della matrice monomiale associata alla
mappa 0" del complesso 5'(2[”}; K); tuttavia, per ogni T € [n|, nella riga e nella
colonna corrispondenti a ex, viene posta l’etichetta T e i gradi omologici sono
riscalati in modo che €x si trovi nel grado n — |7| = |7|.

Proposizione 3.2.11. Analogamente al complesso di Koszul, anche il complesso
di coKoszul K® ¢ una RLGM di K.

Dimostrazione. Siab € N" e sia supp(b) =: ¢ C [n]. La parte di grado b (K*)y, del
complesso K*® proviene dalle righe e dalle colonne etichettate con le facce 7 C o,
le quali corrispondono, per definizione del complesso di coKoszul, agli elementi
eX. Dunque, se si pensa (K*), come complesso di K-spazi vettoriali, esso & un
sottocomplesso di 5"(2[”]; K), il quale, come K-spazio vettoriale, ha base

{e:7Co}={et=:7Co}={el s:7TC0}.

ONT TUo

Allora, a meno di traslare le posizioni omologiche, vi é un isomorfismo di

complessi
efs € (K*)v(y) > sign(r,0)er € C*((0); K),
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dove sign(7,7) ¢ il segno della permutazione (7,7). Dato che, per ogni o # (),
il complesso simpliciale (o) ¢ contraibile, allora
K sei=-leoc=10
{0} altrimenti .

H'((0); K) 2{

Dunque

(k) = P (K )vioy = @) B (o) K) = €D

o€[n] o€ln] o€ln]

L] K seit=0
{0} sei#0
Segue immediatamente che il complesso K* — K — 0 ¢ esatto e quindi,

poiché tutte le entrate delle matrici associate alle mappe del complesso K*® sono
nel massimale irrilevante, esso ¢ una RLGM di K.

K sei=0ec=0_
{0} altrimenti B

]

Teorema 3.2.12. Sia A un complesso simpliciale su [n]. Allora, per ogni i € Z,
ﬁi—l(A*; K)= ﬁn_2_i(A§K)-
Dimostrazione. Dal Teorema con a =1, si ha che
H; 1 (Ikae(0); K) = Hy (A% K) = Tor?,, (K, 5/ In).

E possibile calcolare il Tor anche prendendo K® come risoluzione libera di K e
poi tensorizzando con S/Ia. Si ricorda che, come visto nella dimostrazione della
proposizione precedente, (K*); =2 C*(2": K). Si osserva che

(K* @5 5/Ia)1 = (K*)1/(Ia - K*)1

puo essere visto come il sottocomplesso 5"(A; K) : infatti, dato 1+ il vettore
della base di K*® in grado V(7), si ha che x” - 1 € (K*); corrisponde all’elemento
exeC (2 K) e

X lz¢ (In K%, <= X" ¢ In <= TEA.
Per come sono disposti i gradi omologici di K®, si ha che, per ogni i € Z,
H((K®* @5 S/In)1) = H /(A K),
dunque, per ogni i € Z,
H; (A K) 2 Tor?, (K, S/Ia); = H"2(A; K).
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Definizione 3.2.13. Siano I C S wun ideale monomiale, b € N" e il vettore
b" := b — V(supp(b)) € N" ottenuto togliendo 1 dalle coordinate non nulle di b.
Si definisce il complesso simpliciale basso di Koszul di S/I in grado b come

Ky(I)={rC[n]:V(r)<b A x®*VD ¢

Osservazione 3.2.14. Si osserva che Ky (I) ¢ effettivamente un complesso sim-
pliciale. Siano infatti 7 C o C [n], con ¢ € Ky([), allora, poiché vale che
V(o ~7)=V(o)—V(7), si ha

Xb'+V(a) _ Xb'+V(T)+V(cr\T) b'+V (1) V(O’\T)'

=X X

Dal momento che x* V() ¢ T, si ha che x?*V(") ¢ I. Allora 7 € KP(I) e si

conclude per I'arbitrarieta di o e 7.

Lemma 3.2.15. Siano I C S un ideale monomiale, b € N" e ¢ = supp(b)
Allora, se visti come sottocomplessi di A == (o), Ky(I)* = KP(I).

Dimostrazione. Si osserva che, dato che si sta considerando tutto all’interno di A,
il complementare di 7 € A ¢ o ~ 7. Come sottocomplessi di A,

Ko(I) ={reA:T¢ Ky} ={rcA:x>"VD ¢} =
={re A:x"VOVM ¢ I} = KP(1).
0

Teorema 3.2.16. Siano I C S un ideale monomiale, b € N" e 0 = supp(b) € [n].
Allora

Bin(S/I) = Bi1p(I) = dimg (H7 77Ky (1); K)).

Dimostrazione. La dimostrazione segue direttamente applicando il Teorema [3.2.3

il Teorema [3.2.12 e il Lemma 3.2.15] ]

Definizione 3.2.17. Siano A un complesso simpliciale su [n] e o C [n]. Si
definisce la restrizione di A a o come

A, ={reA:7Co}.

Teorema 3.2.18 (Formula di Hochster). Siano A un complesso simpliciale su
[n], a € N" e 0 =supp(a). Se a ¢ squarefree, allora, per ogni i € Z,

BialS/1a) = Bi1a(Ia) = dimg (H7771(A; K));
se a non ¢ squarefree, allora, per ogni i € 7,

Bit1,a(S/In) = Bia(In) = 0.
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Dimostrazione. Se a non ¢é squarefree, allora la tesi era gia stata dimostrata nella
versione duale del teorema.

Se a & squarefree, ponendo a’ := a — V(supp(a)), si ha che a’ = (0,...,0); la
tesi segue dal fatto che

) <a A Xa’—i—V(T) ¢ ]A} _
={r7Cn:V(r)=a A x'D ¢} =
={rCo:supp(V(1) e A} ={rCo:Te A} =A.

3.3 Le sfere sono Gorenstein

Definizione 3.3.1. Sia A un complesso simpliciale su [n]. A si dice Gorenstein
(rispettivamente Cohen-Macaulay) su K se il suo anello di Stanley-Reisner su K
S/In ¢ Gorenstein (rispettivamente Cohen-Macaulay).

Osservazione 3.3.2. Il fatto che un complesso simpliciale verifichi o meno le
proprieta appena definite puo dipendere dal campo K.

L’obiettivo di questa sezione ¢ quello di mostrare che un complesso simpliciale
la cui realizzazione geometrica ¢ isomorfa ad una sfera n-dimensionale ¢ Gorenstein
su ogni campo K. Per fare cio, serve dapprima caratterizzare attraverso i numeri
di Betti la proprieta Gorenstein. Per prima cosa, si caratterizzano ora i complessi
simpliciali Cohen-Macaulay.

Osservazione 3.3.3. Sia A un complesso simpliciale di dimensione d — 1; si

ricorda che, per il Teorema [3.1.9] dim(S/Ia) = d. Allora si osserva che

AeéeCMsu K & S/Ix ¢ CM < depth(S/Ip) =d <

& projdimg(S/In) =n — d < Visn_a[fi(S/Ia) = 0] &

(41) Bru_as1(S/IA) =0 < Vocln] [5n—d+1,V(0)<S/[A) =0

(i) ~ ol ntd— -~
== Voo [H7T2(A L K) = {0}].
(i) Segue da Auslander-Buchsbaum.
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(ii) Per ognii € Z, S%(9/1) & all'i-esimo posto di una risoluzione libera minimale
di S/IA : se in una risoluzione minimale si incontra il modulo nullo, allora,
per la minimalita, tutti i moduli successivi sono forzati ad essere nulli.

(iii) Segue dalla formula di Hochster.

Per la caratterizzazione della proprieta Gorenstein, é necessario avere prima il
seguente risultato.

Lemma 3.3.4. Siano I C S un ideale e M = S/I tale che projdimg(M) =p e
depth(M) = d (e quindi, per Auslander-Buchsbaum, n =p+d). Allora

Tor) (M, K) = Ext{(K, M).
Dimostrazione. Si dimostra per induzione su d.

Caso d = 0. Per Auslander-Buchsbaum, p = n, dunque

Ext(K, M) = Homg(K, M) Y Homg(M/(m/I), M) =
(Q Homy, (M/(m/I), M) (g) Anny(m/1).
(i) M/(m/I) = (S/T)/(m/I) = S/m = K.

(ii) Poiché I C Anng(M/(m/I)), tutti gli S-omomorfismi passano al quoziente
e sono anche M-omomorfismi (il viceversa ¢ sempre vero).

(iii) Si mostra che F : ¢ € Homy (M/(m/I), M) + ¢(1) € Anny/(m/I) ¢ un
isomorfismo di M-moduli (il fatto che, una volta mostrato che ¢ ben definita,
F' sia un M-omomorfismo ¢ ovvio).

e [ ¢ ben definita: sia m € m/I, allora m¢(1) = ¢(m) = ¢(0) = 0.

e [ ¢ iniettiva: sia ¢ € Homy (M /(m/I), M) tale che F(¢) = 0, allora,
per ogni m € M, ¢(m) = mp(1) = 0, ovvero ¢ = 0.

e F ¢ surgettiva: sia m € Anny(m/I), allora ¢ ben definita la mappa
G 21 € M/(m/I)— m € M.

Per calcolare Tor) (M, K), si prende il complesso di Koszul K(z1,...,x,;5)
come RLM di K e si ha che

68



Tord (M, K) = H,(K(x1,...,20;S) @5 M)a) = H,(K(xy,. .., 2, M)y) =
= H,(z1,...,2,; M) = Anny(m/I).

L’ultimo isomorfismo segue direttamente dal Lemma [I.8.11]

Casod > 0. Siaa ="ay,...,ay” una M-sequenza massimale in m e si consideri
M'" = M/(a;)M : allora depth(M') =d—1ea’ ="ay,...,a;” & una M'-sequenza
in m’ :==m/(a;). Vale che

Q (i4)

Ext%(K, M) = Homg (K, M/(a)M) = Homg(K, M'/(a')M') =
(i) (i)

~ Ext§ (K, M') & Tor),, (M K).

(i) Dato che a ¢ una M-sequenza, segue dal Lemma [1.7.6]

)
(11> M’ g M/(a1) M ~ M/(a1)M ~ _M
a' (@) (M/(a1)M) (a)M/(a1)M (a)M”
)
)

(iii) Dato che a’ & una M’-sequenza, segue dal Lemma m

(iv) Per ipotesi induttiva.

Si consideri ora la successione 0 — M % M 5 M’ — 0, la quale ¢ esatta
corta perché a; ¢ M-regolare: allora essa induce la sequenza esatta lunga

{0} %Torgﬂ(M, K)— Torfﬂ(]\/[’,K) — Tor (M, K) %% Tor (M,K) —

L’isomorfismo Tor?,, (M, K) = {0} vale poiché projdimg(M) = p.

p+1

Dato che a; € Anng(K), dalla proposizione segue che -a; ¢ la mappa
nulla; dall’esattezza, segue che 0 ¢ un isomorfismo, ovvero

Tory (M, K) = Tory | (M', K) = Ext$(K, M).
m
Ora ¢ possibile caratterizzare la proprieta Gorenstein per complessi simpliciali.

Osservazione 3.3.5. Sia A un complesso simpliciale di dimensione d — 1, quindi
dim(S/Ia) = d. Allora si osserva che
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A ¢é Gorenstein su K < S/Ix & Gorenstein <
e §/10 6 OM e Extl(K, S/In) = K <

<:>(ii) projdimg(S/Ia) =n —d e Tord ,(S/Irn,K) =2 K &

o B(S/1) = {0 sei>n—d G Boa(S/In) =1 &

1 sei=n—d

(),

Hirt-mta-1(A K = K
< 3lsCln]

vTQ[n],T;&U[-H‘T‘inJFdil(A|7—; K) = {O}]

(i) Segue dalla caratterizzazione della proprietd Gorenstein per gli anelli noe-
theriani non locali.

(ii) Segue da Auslander-Buchsbaum e dal Lemma [3.3.4]

(iii) Caso n > d. Si considera una RLM di S/Ia
N S ICL NI

Per la minimalita della risoluzione, 0,,_4 ¢ una mappa tra due moduli libe-
ri che non puo essere la mappa nulla; allora, poiché il dominio di 9, 4 ha
dimensione 1, essa é forzata ad essere iniettiva e cid implica che nella posi-
zione omologica n — d si trova l'ultimo S-modulo non nullo della RLM. In
altre parole, si ¢ dimostrato che, se in una RLM ¢’¢ un modulo in posizione
omologica ¢ > 0 che ha dimensione 1, esso forza i moduli successivi ad essere
{0}.

Caso n = d. Si osserva che dim(S) = n = d = dim(S/1a); poiché S é un
dominio, allora tutte le catene di ideali primi di lunghezza n di S devono
iniziare con (0), percio l'unica possibilita per la quale ci possa essere una
catena di ideali primi di lunghezza n in S/IA & quella per cui In = (0),
ovvero S/Ix = S. In questo caso sono soddisfatte entrambe le proprieta che
si vogliono dimostrare essere equivalenti.

(iv) Segue dalla formula di Hochster.

Esempio 3.3.6. Di seguito vi sono alcuni esempi in cui vengono utilizzate le
caratterizzazioni delle Osservazioni [3.3.3] e [3.3.5]
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Si riprende il complesso simpliciale C' = (123,24, 34,5) C 20! degli esempi
precedenti. Si osserva che d = dim(C') + 1 = 3 e si vuole mostrare che C
non ¢ Cohen-Macaulay (e quindi neanche Gorenstein).

Grazie alla caratterizzazione, ¢ sufficiente trovare o € 21 tale che

{0} 2 HVIZH72(C  K) = HIFYC K.

Sia o = 1235, allora
3

O, | = A

1 2 5

e HII74(Cl,; K) = HY(C),; K) = K 2 {0}.
Dunque C' non ¢ Cohen-Macaulay.

In realta si potrebbe mostrare che C' non ¢ Cohen-Macaulay osservando
che K[C] non ¢ puro: utilizzando cio che si é detto in questo capitolo,
non ¢é difficile mostrare che un complesso simpliciale ¢ puro (ovvero il suo
anello di Stanley-Reisner ¢ puro) se e solo se tutte le sue faccette hanno
la stessa dimensione. Si osserva che C' non ¢é puro, dunque non puo essere
Cohen-Macaulay.

Si riprende il complesso simpliciale Az = (12,23,34) C 2 dell’Esempio
3.2.7l Si osserva che d = dim(A3) + 1 = 2 e si vuole mostrare che Ag non ¢
Gorenstein, ma ¢ Cohen-Macaulay.

Per provare che Az ¢ Cohen-Macaulay si deve dimostrare, per la caratteriz-
zazione, che, per ogni o € 2[4,
{O} o~ ﬁ|0|_4+d_2(A3|a; K) o ﬁ\a\—4(A3|U; K)
— Se o = [4], si ottiene che ﬁ[|[4”_4(A3|[4]; K) >~ H(As; K) = {0}.
— Se |o| = 3, allora Ay # {0} e H74(Ay; K) = H (A, K) = {0}.
— Se |o| < 3, si ha che, poiché |o| —4 < —1, ﬁ|”|‘4(A3|a;K) = {0}.
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Per provare che Az non é Gorenstein, per la caratterizzazione, € sufficiente
trovare oy, 09 € 214 distinti tali che, per i € {1,2},

{0} 2 H7H 1Ay K) 2 H3(A) K.

Dati 01 = 124 e 09 = 134, si osserva che

1 2 4
[ J

Az, | = e—ao

1 3 4

e |A3‘02| = e o .

Si ottiene dunque che, per i € {1,2},

ﬁ|a¢|—3(A3|ai;K) o ﬁO(ASIGi;K) = K.

Si ¢ allora dimostrato che Az non ¢ Gorenstein ma ¢ Cohen-Macaulay.

e Si considera il complesso simpliciale A, = (12,13,23) C 2Bl Si osserva che
d = dim(Ay) + 1 = 2 e si vuole mostrare che Ay ¢ Gorenstein (e quindi &
Cohen-Macaulay). Si considera

3

SRVAN
1 2

una realizzazione geometrica di Ay.

Per provare che A4 é Gorenstein, si deve dimostrare, per la caratterizzazione,
che esiste o € 2P tale che H'”‘*3+d*1(A4‘G;K) = H“"*2(A4|5;K) >~ K e,
per tutti gli altri 7 € 283, f]'ﬂ_z(A%; K) = {0}.
— Se o = [3], allora ]TI‘[?’”J(AZL“S]; K)~ HY(A; K) 2 K.
— Se |o| =2, allora |Ay),| = e—e e HI7I72(Ay ; K) = HO(Ay,; K) = {0},
— Se || =1, allora [Ay | = e e ITI|U|_2(A4|U;K) = f[‘l(A4|o;K) =~ {0}.
— Se o =), allora }NI|"|*2(A4|®; K) =~ H2({0}; K) = {0}.

Si é dunque dimostrato che A, é Gorenstein.

Prima di dimostrare il teorema principale della sezione, € necessario menzio-
nare un risultato molto importante di topologia algebrica: il Teorema di Mayer-
Vietoris.
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Teorema 3.3.7 (Teorema di Mayer-Vietoris, versione ridotta). Sia X uno spazio
topologico. Siano A, B C X sottospazi tali che A°U B° = X e (solo per il caso
ridotto) AN B # 0. Allora esiste una successione esatta lunga, detta successione
di Mayer-Vietoris per n € N

oo = Hyt (X, K) = Hy(ANB: K) — Hy(A; K)®&H,(B; K) — Hy(X; K) — ...
oo Hy(X; K) = Hy(AN B; K) — Hy(A; K) & Hy(B; K) = Ho(X; K) = 0
Per la dimostrazione, si rimanda ad un qualsiasi testo di topologia algebrica.
Notazione 3.3.8. Si denotano con S" e D" la sfera e il disco di dimensione n

Teorema 3.3.9 (Le sfere sono Gorenstein). Siano d > 0 un intero, K un campo
qualsiasi e A un complesso simpliciale su [n] di dimensione d — 1. Se |A| = S,
allora A ¢ Gorenstein su K.

Dimostrazione. Dalla caratterizzazione dell’Osservazione |3.3.5] segue che

f{/|o|fn+d71(A|a; K) ~ K

A ¢ Gorenstein su K <= dl,cpy { il ntdt N
ng[n},Tia[HT " (A‘T7 K)] - {0}

Per 1’Osservazione [3.1.23] é equivalente utilizzare 1’omologia e la coomologia.
In questa dimostrazione viene sempre utilizzata I’omologia e viene inoltre omesso
il campo K.

Poiché |A| 2 S%71 si ha che

ﬁ(A)%ﬁq(Sd_l)%{K seq:d—l‘
{0} seq#d—1

Si osserva che, se si considera o = [n],
Hpj—nta-1(A),) = Haa(A) = K;
allora, per avere la tesi, basta dimostrare che, per ogni 7 C [n],
Hpronaea(A),) = {0}

In realta verra mostrato il seguente risultato pit forte:

Vg Vacaor-1[Hy(A),) = {0}].
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La dimostrazione viene svolta per induzione su |T|

Caso |7| = 1.
Si ha che 7 = [n] \ {i}, per qualche i € [n]; allora |A| | é omotopicamente

equivalente alla sfera senza un punto, cioé

1AL =~ ST {p} DT ~ {p}

e vale, per ogni q € Z,

Hy(A) = Hy({p}) = {0}.

Caso |T| = 2, per una migliore comprensione della dimostrazione
Si ha che 7 = [n]\ {1, j}, per qualche i, j € [n] coni # j. Se ij € A, allora togliere
i due vertici i e 7 a A equivale topologicamente a togliere un solo vertice, ovvero

si crea un solo buco nella sfera: in questo caso si ottiene

A ~ S {p} ~ {p},

=~ {0}.

ovvero, per ogni q € Z, ﬁ[q(A‘T)
Seij ¢ A, allora A, ~ S*! \ {p1,p2}, che in generale ha omologia non ovun-

que nulla!

L’idea, in questo caso, é quella di utilizzare la successione di Mayer-Vietoris
, osservando che cio é lecito, poiché A°U B° = A e

con A = A‘M e B = A‘
ANB~ A #0.5i con31dera, per ogni g € N, la parte della successione esatta

lunga di Mayer-Vietoris

- Hya (D) = Hy(A) — H
Si osserva che, per ogni ¢ < d —3 =d—[7| — 1, I;T 1(A) = ~q+1(Sd’1) = {0}
¢ che, per ogni ¢ € Z, H J(A) = H/(B) >~ H,(D41) = {O} Da cio segue che, per

ogni ¢ <d— 7| — 1,Hq(A|T) = {0}.

Caso 7 > 2.
Sia 7 = [n] \ {i1,...,4.} e sisuppone che la condizione
esiste n C {iy,...,i.} taleche [n| >2en e A (3.1)

sia verificata: allora ci si trova nel caso in cui 4| ha meno buchi dei vertici che
sono stati tolti ed e possibile rifarsi a quanto visto precedentemente, osservando
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che esiste 7/ € [n], con 7 C 7/, tale che |A|, | ~ |A|,]. Poiché |7/| < ||, per ipotesi
induttiva si ha che, per ogni ¢ < n—|7/|—1, (in particolare per ogni ¢ < n—|[7|—1),

{O} = ﬁq<A\7/) = ﬁq(A\r)-

Se, invece, non ¢é verificata la condizione [3.1] si osserva che, se si considerano
A=A . yeB=2A  sthache AUB°=AeANDB~A #0.
Allora sono verificate le ipotesi di Mayer-Vietoris, dunque é possibile considerare,
per ogni q € N| la parte della successione esatta lunga di Mayer-Vietoris

coo = Hyy(A) = Hy(A)) = Hy(A) @ Hy(B) — ...

Si ha che, per ogni ¢ < d — 3 (in particolare per ogni ¢ < d — |T| — 1),
fIqH(A) = [:TqH(Sd_l) = {0}. Inoltre, per ipotesi induttiva, per ogni ¢ < d —
(7| = 1) =1 = d — |7| (in particolare per ogni ¢ < d — |7| — 1), H,(A) = {0} e
per ogni ¢ < d — 2 (in particolare per ogni ¢ < d — |7| — 1), H,(B) = {0}. Da cio
segue che, per ogni ¢ < d — |7| — 1, I:fq(A|T) =~ {0}. O

3.4 Sistemi di parametri negli anelli di Stanley-

Reisner

L’ultimo oggetto di studio di questo capitolo sono i sistemi di parametri omo-
genei negli anelli di Stanley-Reisner. Prima pero si inizia con una definizione
generale che si puo dare sia nel caso graduato sia nel caso locale.

Definizione 3.4.1. Sia A una K-algebra graduata standard (oppure un anello
locale) e M un A-modulo, allora si definisce lo zoccolo di M come

Soc(M) ={f e M: fm={0}},

dove m ¢ il massimale irrilevante (nel caso graduato) o l'unico massimale (nel
caso locale).

Osservazione 3.4.2. Soc(M) ¢ un A-sottomodulo di M. Inoltre, segue banal-
mente dalla definizione che m C Anny(Soc(M)), dunque Soc(M) ¢ anche un
A/m-spazio vettoriale.

i=1 ek
Sono fatti equivalenti:
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(i) ly,...,lq & un sistema di parametri omogenei per K[A];

(i) per ogni F' € A, dimg ((l1|,,- -, la,)) = |F|.

(iii) per ogni F' € A faccetta, dimg((ly),, ..., la,)) = |F].

Dimostrazione.

((1) = (i2))

((#0) = (i)
(i) = (7))

Si osserva che cio che si deve mostrare ¢ equivalente al seguente enunciato:
per ogni F' € A, perognii € F,x; € (l,,...,la,)-

Sia R = KI[A]/(l1,...,lq). Se ly,...,lg & un sistema di parametri omogenei
per K[A], allora dim(R) = 0 e dunque R ¢ un K-spazio vettoriale di di-
mensione finita. Data F € A, si definisce R|, = R/(z; : j ¢ F), il quale &
0-dimensionale poiché quoziente di un anello O-dimensionale. Si osserva che,
poiché Ia é generato dalle non-faccette di A, ognuna delle quali contiene
almeno un vertice che non ¢ in F, vale che In/(z; : j ¢ F) = {0}; inoltre
(I, la) /(x5 5 & F) = (L, -+ -5 la),.)- Sfruttando tutto cio, si scrive:

( S ) EK[.CEJJEF]
Int (i) )y W lay)

Dal momento che ly|,,...,l4, sono forme lineari, allora R|, ¢ ancora un

~Y

|F

anello di polinomi a coefficienti in K e, poiché dim(R)|, = 0, I'unica possi-
bilita & che R|, = K, dunque, per ogni i € F, z; € (ly|,,...,lq,). Sempre

per il fatto che Iy, ..., 4|, sono forme lineari, si ha che z; € (ly,,...,la,)-
La dimostrazione ¢ banale.

Sia F' € A una faccetta: si vuole dapprima provare che " € Soc(R), ovvero
che, per ognii € [n], z;z" = 0in R. Sei ¢ F, allora ;2" = 0 anche in K[A];
se i € F, per ipotesi x; € (l1|,,...,lq,), quindi esiste una combinazione

d d
lineare di Iy, ...,y tale che z; = Z aplp),. Prendendo ¢ := Z aply, si
h=1 h=1

¢ = X; +ZC]'$]',

J¢F

ottiene che

allora, in R, z;2f = | — chzz:j r¥" = 0. Dunque si ha che z" € Soc(R)
JEr
e, in particolare, 2"z = 0 in R.
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Sia ora [ = (2" : F faccetta di A) C R, un ideale generato da un numero
finito di monomi nilpotenti e sia R’ := R/I; allora vale che

IcVoy= (] »

peMin(R)

Poiché I ¢ contenuto in tutti i primi minimali di R, ¢ chiaro che dim(R) =
dim(R’). Sia ora A" == {F € A : F non ¢ una faccetta di A}, il quale &
ancora un complesso simpliciale e sia I’ = (z¥ : F' faccetta di A’) C R’ : per
lo stesso ragionamento precedente, vale che

dim(R) = dim(R') = dim(R'/I").

Procedendo in questo modo, si ottiene che dim(R) = dim(R/J), dove J &
Iideale generato da tutti i monomi associati alle facce di A di dimensione
non negativa, dunque R/J = K e dim(R) = dim(K) = 0. Cio dimostra che
l1,...,lq & un sistema di parametri omogenei per K[A].

]

Dato un complesso simpliciale A C 2[" di dimensione d — 1, la proposizione
precedente fornisce un modo per costruire un sistema di parametri lineari per
K[A] e per capire se d forme lineari formano un sistema di parametri.

Esempio 3.4.4. Sia D = (12, 15,23, 34,45) C 2P,

4

Figura 3.5: Una realizzazione geometrica del complesso simpliciale D

Si osserva che |D| & S!, dunque, per il Teorema , D ¢ Gorenstein e, poiché
dim(D) = 1, vale che dim(K[D]) = 2. Siano l; == 21+ 22+ x4 € ly == o+ 23+ 5 :
la proposizione precedente garantisce che ”lq,ls” formino un sistema di parametri
per K[D], infatti:
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® dlmK( l1|12, lg‘m = ( xr, + CL’Q,ZL‘2>) =2= |12|,
[ ] dlmK( ll|15,l2‘15 = ( $1,$5>> = 2 = |15|,
L dlmK(

dlmK( l1|34,l2‘34 ( I4,l‘3>) =2= |34|,

( ) (z
{ ) {
(Wjas b2y )) = dimg (22, 22 + 23)) = 2 = [23);
( ) = (
{ ) = {

[ ] dln’lK( l1|45,l2‘45 dlIIlK( ZE4,£L‘5>) =2= |45|

Poiché "[;,1y” ¢ un sistema di parametri, R := K[D]/(l1,l3) & un anello Go-
renstein O-dimensionale, dunque deve valere che Ext% (K, R) = K. Si ¢ visto nella
dimostrazione del Lemma che Ext% (K, R) = Homg(K,R) = Anng(m) =
Soc(R) : si vuole verificare ora che dimg (Soc(R)) = 1.

Si ricorda che Ip = (z123, X124, ToTy, Tox5, T3xs) € si ha che

K[x17x27$37x47x5] ~ K[’r17x27‘r3] _. R/
Ip + (11, 12) J 7

dove J = (z123, 22 + 11T9, T1T2 + 23, 3 + Tox3, a3+ 23). Con un programma

12

R

di algebra computazionale (CoCoA, Magma,. .. ) si pud verificare che una base di
Grobner di J rispetto all’ordinamento lessicografico ¢ data da

2 2 2 2 2 2 3
{x] — x5, v129 + 35, X123, X5 — T3, Loy + X5, T3}

Per le proprieta delle basi di Grobner vale che LT(J) = (22, x129, 123, T3, ToT3, T3),

dunque, per il teorema di Macaulay, una base K[z, 9, x3]/J come K-spazio
vettoriale &

{x7:x* ¢ LT(J)} = {1, 71,73, 75, 43}

e per ragioni di grado, m_§ € Soc(R'

R
1 ¢ Soc(R'), poiché 177 =77 #

71 ¢ Soc(R'), poiché Ty - T3 = T175 = —23 # 0;

T & Soc(R'), poiché Ty - Ty = TyTy = —a3 # 0;
e T3 ¢ Soc(R'), poiché T3 - T3 = 22 # 0.

Allora vale che Soc(R') = (22), dunque dimg (Soc(R)) = dimg (Soc(R')) = 1.
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Capitolo 4

Serie di Hilbert di anelli Gorenstein

4.1 Simmetria dell’h-vettore

In questa sezione si considera A una K-algebra noetheriana graduata standard
Gorenstein della forma A = S/1, con I ideale omogeneo di S. L’obiettivo ¢ arrivare
a dimostrare che I’h-vettore di A é simmetrico.

Osservazione 4.1.1. Nel caso in cui A sia un anello artiniano, allora dim(A) = 0
e la sue serie di Hilbert HS4(t) = ha(t) = ho+hit+- - -+ hst® & un polinomio, con
s =max{n € N: A, # {0}}. Si osserva che mA; = {0}, da cui A; C Soc(A4) = K,
dunque A; = K.

Si ricorda che A ha una struttura di Ag-algebra e, poiché é graduata standard,
¢ generata dagli elementi di grado 1, ovvero A = Ag[A,].

Teorema 4.1.2. Sia A una K-algebra graduata standard Gorenstein, noetheriana
e artiniana e sia (hg,...,hs) il suo h-vettore, allora, per ogni i € {0,...,s},

h,i — hs—i-

Dimostrazione. Per quanto visto nell’Osservazione e, poiché A ¢ graduata
standard,

Anng(A;) = Anng(m) = Soc(A) = A, = K.

Sia t € {0,...,s} e si considera la mappa

¢ Ay — Homp (A4, As) = AL,
f I—)(gEAs_tHfgeAng):f

la quale ¢ ben definita poiché, per ogni f € A;, vale fA, ; C A;A,_; C Ay :
si vuole dimostrare che Ker(¢) = {0}. Si suppone, per assurdo, che esista f €
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A; ~ {0} tale che fA, , = {0} esia j .= min{n € N : fA, = {0}}; si ha che
0 < j < s —t. Esiste allora un elemento non nullo v € fA;_; C Ay 4, per il
quale vale

aA; C fA; 1A C fA; = {0}.

Per quanto visto prima, & € Anny(A;) = As, che é una contraddizione, poiché
segue che s=t+7—-1<t+s—t—1=s5—1.

Vale quindi che Ker(¢) = {0}, dunque A; puo essere visto come sottospazio di
A%_, : allora vale

ht = dlmK(At) S dlmK(A:_t) = dimK(As_t) = hs—t'
Utilizzando lo stesso ragionamento per la mappa
Ay — A7,

si ottiene la disuguaglianza hs_; < h;. Per 'arbitrarieta dit € {0, ..., s}, segue
la tesi. O

Corollario 4.1.3. Sia A una K-algebra graduata standard Gorenstein noethe-
riana e sia (hg,...,hs) il suo h-vettore, allora, per ogni i € {0,...,s}, h; =
hs_;.

Dimostrazione. Non é restrittivo assumere che il campo K sia infinito, poiché la se-
rie di Hilbert non cambia se si estendono i coefficienti. Sia d = dim(A) = depth(A)
(che si puo supporre positiva, altrimenti si rientra nelle ipotesi del teorema pre-
cedente) e si supponga che esistano [,...,l; € A; che formino una sequenza
A-regolare, allora A/(ly,...,l3) ¢ una K-algebra graduata standard noetheriana
e di dimensione 0 (quindi artiniana), dunque, per il teorema precedente, il suo
h-vettore & simmetrico e, per il Lemma applicato d volte, anche 1’h-vettore
di A é simmetrico.

Resta solo da provare che esistono Iy, ...,l; € A; che formano una sequenza A-
regolare. Si ricorda che un elemento a € A & A-regolare se e solo se non appartiene
a nessun primo associato di A. Grazie alla Proposizione [1.2.3] gli associati di A
sono finiti: siano essi py, ..., p,. Siosserva che m ¢ Ass,(A), altrimenti si avrebbe
che Hom(A/m, A) 2 {0}, ma cio non ¢ possibile poiché depth(A) > 0. Dunque,
per ogni i € [n], p; € m = (A1) e quindi p; N A; € Ay; poiché K ¢ infinito,

n

U(Pi NA;) C A,

=1
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n

allora esiste [; € A; U(pz N A;) | un elemento A-regolare di A;. Al passo
i=1

successivo si puo considerare A/(ly), il quale & ancora Gorenstein di dimensione

d — 1 e, ripetendo piu volte il ragionamento precedente, si trova la sequenza
A-regolare in Aj. m

Osservazione 4.1.4. Non ¢ vero che una K-algebra noetheriana graduata stan-
dard il cui h-vettore é simmetrico deve essere Gorenstein, neanche nel caso artinia-
no. Si considera ad esempio A = K[x,y]/(z?, xy, y?) con la gradazione standard:
A ha dimensione 0 e, come K-spazio vettoriale, ha base {1,7,7, F}, dunque il
suo h-polinomio h(t) = 1 + 2t + ¢? & simmetrico, tuttavia Soc(A) = (7, 22); cid
implica che A non é Gorenstein.

4.2 Unimodalita e g-conjecture

Definizione 4.2.1. Sia h = (hq,...,hs) Uh-vettore di una qualche K-algebra
graduata e si suppone che esso sia simmetrico. Si dice che h ¢ unimodale se, per
ogni i € {1,...,|s/2]}, vale che h;—y < h;.

Nella sezione precedente, si & dimostrata la simmetria dell’h-vettore di una
K-algebra graduata standard Gorenstein noetheriana. Ci si chiede se un tale h-
vettore sia anche unimodale: la risposta a tale domanda & negativa. In questa
sezione viene proposto un famoso esempio di Stanley, che individua una K-algebra
graduata standard Gorenstein noetheriana il cui h-vettore non ¢ unimodale, do-
podiché si vedranno delle condizioni sufficienti per 'unimodalita e verra enunciata
la g-conjecture.

Esempio 4.2.2 (Stanley). Sia A una K-algebra noetheriana graduata di dimen-
sione 0 (non serve che A sia graduata standard o Gorenstein), dunque si scrive
A=A A & - A, con Ag 2 {0}. Si considera A* dotato della consueta
struttura di A-modulo e si definisce la K-algebra R := A x A*, dotata della somma
componente per componente e dell’inusuale prodotto definito da

(a, f) - (b,g) = (ab,ag + bf), cona, b€ Ae f,g € A"

Si puo dimostrare che R ¢ una K-algebra Gorenstein e che dim(R) = 0; inoltre
¢ possibile dare una gradazione a R in modo che

HF 4(n) + HFa(s+1—n) se0<n<s+1
0 sen>s+1 .
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Sotto queste ipotesi, R € graduata standard se e solo se A é graduata standard
e Soc(A) = A,. Si utilizzera questa idea per costruire la K-algebra desiderata.
Quanto appena fatto non é stato visto nei dettagli, infatti I’obiettivo dell’esempio
é quello di individuare almeno una K-algebra noetheriana Gorenstein il cui h-
vettore non sia unimodale: si procede a fare tutte le verifiche solo sul seguente
caso particolare. Si sceglie A == K|z,y, z]/(z,y,2)* con la gradazione standard,
in questo modo dimg(A) = 20, poiché una sua base come K-spazio vettoriale ¢
(evitando di scrivere le classi)

. 2 2 2 .3 .2 2 2 2,3 .2 2 .3
%A = {17557y72’,$ Y LY, T2, Y Y2, 27, X, XY, L2, XY, TYZ, T2, Y Y 2, Yz, 2 }

Si ha dunque che dim(A) = 0, HS4(¢) = 1 + 3t + 6t* + 10t e Soc(A) = Aj3. Si
ha che dimg(A*) = 20 e si considera come base di A* la base duale

B ={a":a€Ba},

dove, per ogni a,b € B4,

1 sea=0b
a*(b) = :
0 sea#b

Si considera ora R := A x A*, con la struttura di K-algebra descritta prece-
dentemente; poiché la somma in R ¢ quella componente per componente, una sua
base come K-spazio vettoriale é

Br={(a,0):aecBs}U{(0,a"):a€Ba},

allora dimg (R) = 40 e dim(R) = 0. La particolare struttura moltiplicativa di
R ha come conseguenza i seguenti fatti:

e per ogni a,b € B4, (a,0)-(b,0) = (ab,0);

e perognia,b € By, (a,0)-(0,b*) = (0,a-b*), dove a-b* : c € A b*(ac) € K,

quindi a - b* = (b/a)* sealb
0 altrimenti

e per ogni a,b € By, (0,a*)-(0,b*) = (0,0).

Per la gradazione di R, si pone, per ogni a € By, deg((a,0)) = deg(a) e
deg((0,a*)) == 4 — deg(a). Di seguito, I’elenco degli elementi di B per gradi:

e un elemento di grado 0 : (1,0);
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e 13 elementi di grado 1 : (z,0), (y,0), (2,0), (0, (z*)*), (0, (z*y)*), (0, (z*2)*),
(0, (zy?)*), (0, (xy2)*), (0, (2%)), (0, (¥*)*), (0, (y*2)*), (0, (y2*)*), (0, (2°)*);

e 12 elementi di grado 2 : (z2,0), (zy, 0), (xz,0), (y2,0), (yz,0), (22,0),
(0, (%)), (0, (zy)*), (0, (z2)*), (0, (*)"), (0, (y2)*), (0, (2*)");

e 13 elementi di grado 3 : (z3,0), (22y,0), (2?2, 0), (xy?,0), (zyz,0), (z2%,0),
(°,0), (422, 0), (y2*,0), (°,0), (0, 2)(0, ) (0, z);

e un elemento di grado 4 : (0, 1%).

Si verifica immediatamente che in questo modo si é resa R una K-algebra

graduata, inoltre la gradazione ¢ standard poiché tutti gli elementi di grado posi-
tivo di By si possono ottenere tramite prodotti di elementi di grado 1. Dunque,
HSg(t) =1+ 13t + 12¢* + 13t + t*.
Resta solo da provare che R ¢ Gorenstein, ovvero che dimg(Soc(R)) = 1. Per
questioni di grado, certamente ((0,1*)) = Ry C Soc(R); preso poi un elemento di
Br~{(1,0),(0,1%)}, esso & della forma (a,0) o (0,a*) per qualche a € B4\ {1},
tuttavia quest’ultimo non puo stare in Soc(R), poiché, per ogni a € B 4, vale che
(a,0)-(0,a*) = (0,1%) # (0,0). Si & provato, dunque, che R & Gorenstein.

Piu in generale, degli altri controesempi si ottengono con la medesima costru-
zione, prendendo A = K|x,y, z|/(x,y, z)¢, con ¢ > 4.

Ora si enuncia un teorema, che non verra dimostrato, nel quale si aggiunge
un ipotesi che garantisce I'unimodalita dell’h-vettore di una K-algebra graduata
standard Gorenstein noetheriana.

Teorema 4.2.3. Sia h = (hg,...,hs) € N*T1 con hy < 3 e hy # 0 e si ponga
r = |s/2]. Allora h ¢é Uh-vettore di una K-algebra graduata standard Gorenstein
noetheriana se e solo se valgono le sequenti condizioni:

(i) h é simmetrico;

(ii) g = (ho,h1—ho, hoa—hq, ..., hy—h,_1) & Uh-vettore di una K -algebra graduata
standard noetheriana e artiniana.

Per la dimostrazione, si veda [6] (Teorema 4.2).

Si osserva che la condizione (i) implica che g € N"™! ovvero che h ¢ uni-
modale. Non ci si puo aspettare un risultato migliore di quello dato in questo
teorema, poiché esistono degli esempi di K-algebre graduate standard Gorenstein
noetheriane con h-vettore non unimodale e h; = 4.
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Teorema 4.2.4 (g-conjecture). Siano d € N e A un complesso simpliciale tale
che |A| =2 S Si considera (hg, ..., hs) Uh-vettore di K[A] e g come nel teorema
precedente. Allora g € I’h-vettore di una K-algebra graduata standard noetheriana
e artintana.

Quest’ultimo risultato ¢ stato congetturato da McMullen negli anni 70 e pro-
vato da Stanley una decina di anni dopo nel caso in cui |A] sia il bordo di un
politopo (per d < 2 tutte le sfere sono bordi di politopi, mentre c¢id non & vero
per d > 2). La congettura ¢ stata risolta completamente nel 2018 da Adiprasito
([]) e, nel 2020, ¢ uscito un articolo di Papadakis e Petrotou nel quale viene data
una dimostrazione alternativa alla g-conjecture pit semplice rispetto a quella di
Adiprasito (si veda [5], Teorema 9.2).
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